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Аннотация 

В работе изучается краевая задача Дирихле для уравнения движения 

осциллятора с вязкоупругим демпфированием в случае, когда порядок 

демпфирования больше единицы, но меньше двойки. Такие задачи моделируют 

многие физические процессы, в частности, колебание струны в вязкой среде, 

изменение деформационно-прочностных характеристик полимербетона при 

нагружeнии и др. В данной работе исследуется функция Грина  (функция влияния) 

изучаемой задачи. Доказано, что эта функция Грина (функция влияния) является 

неотрицательной, что позволяет установить основные осцилляционные свойства 

рассматриваемой задачи. 
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Математическая постановка задачи 

Как известно, многие задачи математической физики и механики [1],[2],[3], 

которые связаны с возмущением нормальных операторов с дискретным спектром, 

приводят к рассмотрению в гильбертовом пространстве H компактного оператора 

SHIHA  .  

Этот оператор, при компактном S , называется слабым возмущением H или 

оператором кeлдышeвского типа. 

В данной работе мы продолжим исследование оператора B , порождаемый 

дифференциальным уравнением 

 



n

j

xj uuxquDxau j

1

0 )()('' 


,                          (1) 

где  2...0 1   n ,  а   

 

  














x

n

n

dt
tx

tf

dx

d

n
xfD

0

10
)(

1
)(






 

- оператор дробного дифференцирования в смысле Римана-Лиувилля порядка  , 

(здесь,    1 n  и    обозначает целую часть числа  ) и  краевыми условиями 

       .0)1(,0)0(  uu                       (2) 

начатое в [20].  



Следует отметить [20], что задача (1)-(2) находится в центре внимания многих 

авторов. В первую очередь [20], это связано с тем, что задача (1)-(2) моделирует 

многие физические процессы, в частности, движение осциллятора под действием 

упругих сил, характерных для вязкоупругих сред. В работе [12] было произведено 

моделирование изменения деформационно-прочностных характеристик 

асфальтобетона при  нагружении с помощью задачи 

                                                       )()()(')'( tFtkxtxbDtmx  

,                                      (3) 

                                                              ,0)1(,0)0(  хх                                                (4) 

где b - модуль  вязкости полиэфирной смолы, k -модуль жесткости полиэфирной 

смолы, m  - масса гранулы, )(tx -смещение.  

Отметим, что порядок α дробной производной в уравнении (1) больше чем 1,3 

но меньше 1,8. Следует отметить, что спектральная структура оператора, 

порожденного уравнением (1) и краевыми условиями типа Штурма-Лиувилля, в 

случае, когда порядок дробной производной больше единицы, практически не 

исследован. Как известно, в прикладных задачах наибольший интерес представляет 

обычно определение первых собственных значений. Следует отметить, что в работе 

[12], в частности, исследуется и эта задача.  Данная работа, в основном, посвящена 

уточнению и обоснованию результатов, полученных в работе Кехарсаевой Э.Р. и 

Пирожкова В.Г. в [12].  

Основные результаты 



Для исследования основных осцилляционных свойств оператора, 

порожденного задачей (3)-(4), будем пользоваться результатами, полученными в 

работах [4]. В [18] построена функции Грина (функция влияния) для задачи  

                                                            uuDu x    0 ,                                                  (5) 

                                                           0)1(,0)0(  uu                                                    (6) 

в случае, когда порядок дробной производной меньше единицы. Для случая когда 

21  , функция Грина задачи (5)-(6) была построена А.М. Нахушевым [4]. 

Полученную [4] функцию Грина будем использовать для установления 

основных осцилляционных свойств задачи (5)-(6). Эта функция имеет вид 
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Теорема. Если 
3

1
0   , то первое собственное число задачи (5)-(6) 

вещественное и простое и основной тон не имеет узлов. 



Доказательство. Известно [15, стр. 143], что задача (5)-(6) эквивалентна 

уравнению 
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где 
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Здесь  
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- функция типа Миттаг-Лефлера, и 
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- функция Миттаг-Лефлера.  

Покажем, что функция Грина  ,2 xG  задачи (5)-(6) знакоопределена. Для этого 

нам понадобятся двухсторонние оценки для функции  
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Таким образом, если 3/1 , то    2/31 
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Очевидно, что  
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Рассмотрим интеграл  
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Очевидно, что  
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При tx   имеем 
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Нам понадобится оценка для выражения 
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Очевидно, что при 3/10    

   1

1

 
x

dttx


   

А выражение  
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из чего следует оценка  
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Что показывает знакоопределенность функции Грина при tx  .   

Далее, при x , имеем 
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Введем обозначения 
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Очевидно, что с учётом (2.28),  
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Точно также,  
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Из полученных соотношений следует, что  
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что и доказывает теорему.  

Заметим, что способ построения функция Грина для задачи (5)-(6)  в случае 10 

ранее был указан в [18]. Построим функцию Грина для задачи (5)-(6)  в случае 

.10   



Замечание. Из доказательства теоремы выше следует, что оценка 
3

1
0    

которой мы пользовались при доказательстве знакоопределенности ядра  txG ,2  

очень грубая и ее конечно можно уточнить, но на данном этапе такая задача не 

ставится. 
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