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Аннотация  

В настоящей работе развивается метод возмущений для моделирования волн 

деформаций на базе рассмотрения связанной задачи гидроупругости 

цилиндрической оболочки с квадратичной физической нелинейностью. Оболочка 

окружена упругой средой и заполнена вязкой несжимаемой жидкостью, 

рассматривая динамику которой учитываем инерцию ее движения. Показано, что 

наличие окружающей среды приводит к интегро-дифференциальному уравнению, 

обобщающему уравнение Кортевега – де Вриза, имеющему решение в виде 

уединенной волны – солитона. Наличие жидкости в оболочке добавляет в уравнения 

продольных волн деформаций член уравнения, который не позволяет найти точное 

решение. Поэтому, реализуется численное исследование, которое проводится с 

использованием современного подхода, основанного на универсальном алгоритме 
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коммутативной алгебры, для интегро-интерполяционного метода. Вычислительный 

эксперимент показал, что инерция движения жидкости уменьшает скорость волны, а 

вязкостное трение жидкости уменьшает амплитуду волны.  

 

Ключевые слова: нелинейные волны, вязкая несжимаемая жидкость, 

цилиндрическая физически нелинейная оболочка, упругая среда. 

 

Введение 

Взаимодействие упругих элементов конструкций с жидкостью 

рассматривалось в разных аспектах, например, взаимодействие упругих оболочек с 

идеальной несжимаемой и сжимаемой жидкостью (газом) исследовано в работах [1, 

2]. Задача о ламинарном движении вязкой несжимаемой жидкости в абсолютно 

жесткой трубе кругового сечения под действием изменяющегося по времени 

перепада давления решена в [3], аналогичная задача при пульсирующем движении 

вязкой жидкости для в упругой оболочке конечной длины рассмотрена [4], а для 

движения жидкости в кольцевом канале, образованном упругими оболочками 

конечной длины, - в [5, 6]. В условиях вибрации взаимодействие вязкой 

несжимаемой жидкости с упругими оболочками исследовалось в [7-10], а с учётом 

вращения жидкости - в [11-13]. 

Впервые уравнения Кортевега-де Вриза для продольных нелинейных волн в 

стрежнях получены в [14], а с учетом диссипативных факторов уравнения 

Кортевега-де Вриза - Бюргерса для стержней и пластин получено в [15]. Обзор работ 

о распространение нелинейных волн и экспериментальном обнаружении таких волн 
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приведен в [16]. Исследование распространения продольных упругих волн в 

стержне, материал которого имеет поврежденность проведено в [17]. Задача о 

распространении возмущений от поверхности шара, заполненного однородной 

изотропной средой со стесненным вращением – псевдоконтинуумом Коссера, 

изучена в [18]. Исследование распространения продольного волнового пучка в 

однородной, нелинейно-упругой проводящей среде, находящейся во внешнем 

магнитном поле выполнено в [19], а в работе [20] изучено нестационарное 

движением электромагнитоупругого полупространства с учетом 

пьезоэлектрических эффектов. 

Волны деформаций в упругих цилиндрических оболочках рассматривались 

[21-23]. Кроме того, проблемы распространения волн в упругих и вязкоупругих 

тонкостенных конструкциях, в том числе в бесконечно длинных цилиндрических 

оболочках без взаимодействия с вязкой несжимаемой жидкостью, рассматривались 

в [24-26] с позиции теории солитонов. Получение точных решений эволюционных 

уравнения, включая уравнения распространения уединенных волн, рассмотрено в 

[27-28]. 

Ранее в [29-33] были получены математические модели и проведены 

исследования волновые процессы в бесконечно длинных геометрически нелинейных 

оболочках, учитывающие влияние вязкой несжимаемой жидкости.  

Решение поставленной в работе задачи гидроупругости для квадратично 

нелинейных оболочек представляется актуальным, сложным, имеет важное значение 

для акустической диагностики и неразрушающего контроля материалов и ранее не 

проводилось. Во многом интерес к подобным задачам инициирован 
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необходимостью анализа упругих и динамических свойств нанообъектов, в 

частности, карбоновых трубок и видится важны для исследования новых 

материалов, используемых в авиакосмической промышленности. 

В настоящей работе развивается метод возмущений для моделирования 

нелинейных волн деформаций в цилиндрической оболочке, заполненной вязкой 

несжимаемой жидкостью, окруженной упругой средой, действующей в продольном 

направлении. Показано влияние вязкой несжимаемой жидкости, заполняющей 

оболочку и окружающей упругой среды на поведение продольных волн деформации 

в квадратично нелинейной оболочке. 

 

Постановка задачи 

Рассмотрим бесконечно длинную упругую цилиндрическую оболочку, внутри 

которой находится вязкая несжимаемая жидкость. 

Уравнения движения вязкой несжимаемой жидкости и уравнение 

неразрывности в цилиндрической системе координат r ,  , x  записываются, в 

случае осесимметричного течения, в виде [34, 35]: 
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На границе с оболочкой выполняются условия прилипания жидкости согласно 

подходу Лагранжа  
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где WRr = , t  - время; rV , xV  - проекции вектора скорости на оси цилиндрической 

системы координат; p  - давление;   - плотность;   - кинематический коэффициент 

вязкости; U  - продольное упругое перемещение оболочки по оси x ; W  - прогиб 

оболочки, положительный к центру кривизны; 1R  - внутренний радиус оболочки; R  

- радиус срединной поверхности оболочки; 0h  - толщина оболочки (  10 2= RRh  ) и 

Rh <<0 . 

Записывая уравнения движения элемента геометрически линейной 

цилиндрической оболочки в перемещениях для модели Кирхгофа-Лява, рассмотрим 

материал с квадратичной зависимостью компонентов тензора напряжений i  от 
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здесь E  - модуль Юнга; m – постоянная материала, определяемая из опыта; . 0  - 

коэффициент Пуассона. 

Асимптотический анализ показывает, что интенсивность деформации можно 

рассматривать на срединной поверхности (z=0). Тогда получим  
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Уравнение динамики оболочки с квадратичной физической нелинейностью с 

учетом, (3) записываются в виде  
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Здесь xq , nq  - напряжения со стороны жидкости, находящейся внутри оболочки. 

Выражения в квадратных скобках уравнениях системы (4)  
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характеризуют реакцию упругой среды, в которой расположена труба кругового 

сечения [36]. Это выражение - реакция на продольное перемещение. Безмерные 

коэффициенты порядка единицы 
32 ,kk  - введены по аналогии с [35, 36]. 
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Поверхностные напряжения со стороны жидкости, снесенные на 
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Вывод уравнения динамики с учетом наличия жидкости в оболочке 

Принимая за характерную длину l  - длину волны, перейдем к безразмерным 
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где   - малый параметр задачи (4). 

В переменных (7), (8) уравнения (4) примут вид  
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Оставим в уравнениях системы (9) члены не выше второго порядка малости ε, 

получим уравнения  
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Применим метод асимптотических разложений, вводя независимые 

переменные в виде  

 ,=,= *** tctx    (11) 

где c  - безразмерная неизвестная скорость волны,   - быстрое время, а зависимые 

переменные в виде разложения по малому параметру    

 .=,= 3130311101   uuuuuu   (12) 
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Подставляя (7), (11), (12) в уравнения (10) с учетом оценок (8), получим в 

нулевом приближении по   линейную систему уравнений  
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из которой следует связь  
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и определяется безразмерная скорость волны  
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Из следующего приближения по  , учитывая (13) и  (14), находится 

уравнение, являющееся разрешающим, для 10u   
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В случае отсутствия жидкости правая часть уравнения (15), равна нулю и 

получается известное уравнение - модифицированное уравнение Гарднера- 

Островского для 30

0

10 1
= u

Ru

lwu

m

m




. 
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Определение напряжений, действующих со стороны жидкости 

Для определения правой части уравнения (15) введем безразмерные 

переменные и параметр  
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Подставляя (14) в уравнение гидродинамики (1) и граничные условия (2), 

представим безразмерные скорости и давление в виде разложения по малому 

параметру    

   101010 =,=,= PPPvvvvvv rrrxxx   (17) 

В нулевом приближении по   ( 0=  - гидродинамическая теория смазки) и в 

нулевом приближении по  , получаем уравнения гидродинамики  
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 и граничные условия вида  
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На первом шаге итерации полагаем 0=01


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cR
, опустим первое слагаемое в 

уравнении (18) и получим уравнения [37]  
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Решение уравнений гидродинамики легко получить (это классические 

уравнения гидродинамической теории смазки). Из уравнений движения с учетом 

граничных условий имеем 
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Подставляя найденные значения 
*
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t
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
 из (21) в уравнения динамики жидкости 

(18), на втором шаге итерации найдем [37]: 
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Учитывая, что введены переменные **= ctx   и *= t , 2
01= c , согласно 

(22) найдем с точностью до    
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При этом  
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Тогда учитывая, что 2
10030
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=  uu
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m  при RR =1  в силу малости  ,  из (23), 
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Подставляя (25) в уравнение (15), окончательно будем иметь  
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Легко видеть, что замена  
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позволяет записать уравнение (26) в виде  
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Постоянные 1c , 2c , 3c  определяются при подстановке (27) в (26) и имеют вид  
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при этом вводится обозначение  
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Отметим, что 0=s  при 
2

1
=0  для несжимаемого материала, такого как 

резина или при отсутствии жидкости. 

При 
2

1
=0  ( 0=s ) получим из (28) уравнение  
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которое имеет точное решение  
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
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


 tss

sss
  (30) 

Из вида решения (30) следует, что инерция движения жидкости, которая 

оценивается 6s , уменьшает скорость волны деформации. 

В случае отсутствия окружающей упругой среды и влияния жидкости 

уравнение (28) превращается в уравнение Кортевега - де Вриза с точным решением  
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1

2

1
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2

1
=   (31) 

при произвольном значении 5s . При 0  отличного от ½ (s отлично от нуля) 

численное исследование уравнения (28) при начальном условии  
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2

5 2

1
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2

1
0,

ss
, (32) 

позволит оценить влияние жидкости. 

Для численного моделирования рассмотрим разностную схему для уравнения 

(28), аналогичную схеме Кранка-Николсона для уравнения теплопроводности: 
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 (32) 

Численное решение с использованием разностной схемы (32) представлено на 

рисунках 1-3. 
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Рис.1. Численное решение уравнений (28) с начальным условием (31)  

при 06 s , 0s  и 85 s . 

 

Рис.2. Численное решение уравнений (28) с начальным условием (31) 

 при 46 s , 0s  и 85 s . 
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Рис.3. Численное решение уравнений (28) с начальным условием (31)  

при 46 s , 1s  и 85 s . 

 

Заключение 

Проведенное моделирование позволило сделать следующие выводы. Упругая 

окружающая среда увеличивает, а инерция движения жидкости уменьшает скорость 

волны деформации в оболочке согласно точного решения (30) уравнения (29) и 

численного решения уравнения (28), представленного на рисунках 1,2. Согласно 

численного решения уравнения (28), представленного на рисунке 3, вязкое трение 

жидкости уменьшает амплитуду волны. При этом вычисления показали, что 

происходит распадение исходного солитона на несколько более мелких с 

последующим уменьшением их амплитуд. 
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