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    Построены линеаризованные уравнения таких движений произвольного тела, которые 

называются регулярными прецессиями и играют существенную роль в динамике твёрдого 

тела. Проведена классификация возможных типов систем линейных дифференциальных 

уравнений и сформулированы утверждения о соответствующей реакции устойчивости 

этих систем на изменения параметров тела. 
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1. Пусть  ,,  - эйлеровы углы, определяющие положение твёрдого тела, форма 

 которого, т.е. геометрия масс, здесь предполагается произвольной. Уравнения 

движения тела имеют вид [1], и при  ;0  могут быть записаны в нормальной форме 
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где  выражается через осевые и центробежные моменты инерции (в стандартных 

обозначениях) по формуле 
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 QQQ ,, - обобщённые силы, составляющие правые части лагранжевых уравнений 

движения, и 
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наконец, для других величин явные зависимости от углов Эйлера и моментов инерции 

выглядят следующим образом: 

,sincos,2sinsin22,2cos22sin2 22

2

11131112  dbbdbdbeacb   

,22,cos2sin)(,sin,sin)( 222312133323 bdceCfdcdbCfb    

,2cos2sin)(2/1,2sincossin, 22

33  FBAbCFBAaec   

,2cos)(2sin2,cossin,cossin  BAFfDEeEDd   

http://www.mai.ru/science/trudy/


                                                                           

 

,)cossin()2sinsincos( 222

11  EDFBACA   

,sin]2cos2sin)(
2

1
[sin)sincos)(cossin(2112  FBACDEDEAA   

 )cossin](cos)cossin(sin)2cos2sin)(
2

1
[(3113  EDEDFBAAA  

),2sinsincos](sin)cossin(cos[ 22  FBADEC   

  222

22 sin)2sincossin[( CFBACA  

,]sin)cossin(cos[]2sin)cossin( 2 DECCDE   

 ]cos)cossin(sin)2cos2sin)(
2

1
[(3223  EDFBAAA  

  222 sin)2sincossin[(]sin)cossin(cos[ CFBADEC  

),cossin](2sin)cossin(  EDCDE   

 ]2sin)cossin(sin)2sincossin[( 222

33 CDECFBAA   

.]cos)cossin(sin)2cos2sin)(
2

1
[()2sinsincos( 222  EDFBAFBA 

 

 

2.  В [1] изучены случаи существования регулярных прецессий, т.е. движений с 

постоянными   ,  и  , в позиционных силовых полях в зависимости от комбинаций, 

в которых эйлеровы углы входят в список аргументов силовой функции. Показано, в 

частности, что если хотя бы один из них не входит в этот список, то ось собственного 

вращения перпендикулярна круговому сечению эллипсоида инерции; это означает, что  

.0,  FBA  Тогда предыдущие выражения существенно упрощаются: 
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3.  Определим невозмущённое движение функциями 
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и возмущения по формулам 
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   Тогда уравнения в вариациях, составленные для исходных уравнений движения п.1, 

будут представлять линейную систему вида 
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   Они называются уравнениями возмущённого движения и получаются путём 

тейлоровского разложения функций в правых частях исходной системы, причём 

функции )(taij  - это сужения коэффициентов при членах первого порядка на 

многообразие    ,,,,,6R , определяемое указанными выше формулами. 

   Вид исходной системы уравнений Лагранжа позволяет делать выводы о 

функциональных свойствах коэффициентов линеаризованной системы, а, 

следовательно, о свойствах её показателей Ляпунова. Основой для этого служит  

теорема Миллионщикова [2]о принадлежности показателей ко второму классу Бэра. 

 

4.  Пусть силовая функция зависит от всех эйлеровых углов: ).,,( UU   Тогда 

показатели Ляпунова соответствующей системы уравнений в вариациях являются 

функциями второго бэровского класса и могут быть разрывными в каждой точке 

пространства параметров. Это означает, что свойство устойчивости может теряться при 

малом их изменении, когда старший показатель скачкообразно переходит в 

положительную полуплоскость. 

    Если в точности один из углов Эйлера не входит в список аргументов силовой 

функции, то, как это показано в [1], либо угловые скорости e  и r  соизмеримы, либо 

переменная    не входит в выражение  функции  U . Несоизмеримость угловых 

скоростей означает, что линеаризованная система уравнений является 

квазипериодической и её показатели Ляпунова в общем случае также принадлежат 

второму бэровскому классу. Из структуры функций   ,, , а также ijA  следует, что 

в уравнениях возмущённого движения последние определяют зависимость только от 

tr ; именно зависимость силовой функции от    вызывает квазипериодичность 

системы. Таким образом, если угловые скорости прецессионного движения 

соизмеримы, то система уравнений в вариациях оказывается периодической, а её 

показатели Ляпунова – непрерывными функциями. Это позволяет суждение об 

устойчивости регулярной прецессии распространить до утверждения её структурной 

(параметрической) устойчивости, если первое вытекает из отрицательности старшего 

характеристического показателя. Аналогичное утверждение формулируется и для 

систем, где функция U  зависит лишь от одного из эйлеровых углов. Как показано в [1], 



таким аргументом может быть только угол нутации  ; тогда твёрдое тело является 

симметричным: 0,  FEDBA , а матрица линейной системы – постоянной. 
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