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Аннотация 

Рассмотрены параллельно- последовательное и последовательно- 

параллельное соединения потребителей механической мощности при вынужденных 

гармонических колебаниях. Параллельное соединение характеризуется такими 

параметрами как механические реактанс (инертный и упругий), резистанс и 

импеданс. Последовательное соединение характеризуется такими параметрами как 

механические сассептанс (инертный и упругий), кондактанс и адмитанс. Показано, 

что импеданс и адмитанс являются взаимно обратными величинами. Найдены 

соотношения, связывающие реактанс и резистанс с кондактансом и сассептансом. 

Определен адмитанс сложной механической системы как суперпозиция адмитансов 

ее фрагментов. Определен импеданс сложной механической системы как 

суперпозиция импедансов ее фрагментов. Особое значение учет колебаний 

приобретает в ракетной отрасли. В авиации борьба с виброперегрузками несущего 

винта и изгибными аэроупругими колебаниями крыла самолета являются жизненно 

важными мероприятиями. 
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Введение 

Ранее определены следующие величины. 

Инертный и упругий реактансы в комплексном изображении – 

2
i

mx me i m
π

= ω = ω , 2 2
i i

k
k k kx e e i

π π
−

= − = = −
ω ω ω

. 

Резистанс в комплексном изображении – r r= . 

Импеданс в комплексном изображении – 2
ikz r x r m e
π = + = + ω− ω 
. 

Инертный и упругий сассептансы в комплексном изображении – 

21 1 1i

m
m

b e i
m m x

π
−

= = − =
ω ω

, 2 1i

k
k

b e i
k k x

πω ω
= = = . 

Кондактанс в комплексном изображении – 1g g
r

= = . 

Адмитанс в комплексном изображении – 21 i
y g b g e

k m

πω = + = + − ω 
. 

Очевидны выражения 

                                                 iF zV ZVe
• •

ϕ= = ,                                                      (1) 

                                        
( )

2 2
i iiV y F Ye Fe YFe
π π• • ϕ+ϕ= = = .                                         (2) 
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Целью исследования является значительное упрощение вычислений путем 

замены необходимости решения дифференциальных уравнений на алгебраические 

методы.  

Актуальность работы обусловлена тем, что механические колебания широко 

распространены в разнообразных технологических процессах [1–14]. Особое 

значение учет колебаний приобретает в ракетной отрасли [15, 16]. В авиации борьба 

с виброперегрузками несущего винта и изгибными аэроупругими колебаниями 

крыла самолета являются жизненно важными мероприятиями [17–19]. 

Используется комплексное представление гармонических и связанных с ними 

величин. Подобный подход широко используется в электротехнике. 

Связь между механическими величинами 

Теорема 1. Имеет место выражение: 1y
z

= . 

Доказательство. С учетом (1) Fz
V

•

•= . 

С учетом (2) 1Vy
zF

•

•= = . 

Теорема доказана. 

Следствие. При 0r =  1b x= , т.к. при этом y b= , z x= .     

Теорема 2. Для обратных эквивалентных величин имеют место выражения: 

2 2* rg
r x

=
+

, 2
2 2*

ixb e
r x

π
−

=
+

, 2 2* gr
g b

=
+

, 2
2 2*

ibx e
g b

π
−

=
+

. 

Доказательство.  
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z r x r ix= + = + , 

2 2 2 2 2 2
1 1 * *r ix r ix r xy i g b
z r ix r ix r x r x r x

− −
= = = = − = +

+ − + + +
, 

y g b g ib= + = + , 

2 2 2 2 2 2
1 1 * *g ib g ib g bz i r x
y g ib g ib g b g b g b

− −
= = = = − = +

+ − + + +
.  

Теорема доказана. 

Теорема 3. Для схемы последовательного соединении механических систем 

имеет место выражение: 

1

n

j
j

y y
=

=∑ . 

Доказательство. Сила F
•

 является общей величиной. Для любой из 

механических систем с учетом (2) можно записать 

j jV y F
• •

= . 

В соответствии с принципом суперпозиции  

1 1 1

n n n

j j j
j j j

V V y F F y F y
• • • • •

= = =

= = = =∑ ∑ ∑ . 

Теорема доказана. 

Следствие 1.                             
1

1 1n

j jz z=

=∑ . 

Следствие 2.                            1

1 1

n

j
j

nn

j
k j

j k

z
z

z

=

= =
≠

=
∏

∑∏
. 
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Следствие 3. Импеданс любой из составляющих механических систем больше 

эквивалентного импеданса 

Следствие 4. Если 1 2 ... ... *j nz z z z z= = = = = = , то *zz
n

= . 

Следствие 5.                        
1

2

2 2

lim

n

j
j

nnz
j

k j
j k

z
z

z

=

→∞

= =
≠

=
∏

∑∏
. 

Теорема 4. Для схемы параллельного соединении механических систем имеет 

место выражение: 

1

n

j
j

z z
=

=∑ . 

Доказательство. Скорость V
•

 является общей величиной. Для любой из 

составляющих механических систем с учетом (1) можно записать j jF z V
• •

= . 

В соответствии с принципом суперпозиции  

1 1 1

n n n

j j j
j j j

F F z V V z V z
• • • • •

= = =

= = = =∑ ∑ ∑ . 

Теорема доказана. 

Следствие 1.                              
1

1 1n

j jy y=

=∑ . 

Следствие 2.                             1

1 1

n

j
j

nn

j
k j

j k

y
y

y

=

= =
≠

=
∏

∑∏
. 
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Следствие 3. Адмитанс любой из составляющих механических систем больше 

эквивалентного адмитанс а 

Следствие 4. Если 1 2 ... ... *j ny y y y y= = = = = = , то 
*y

y
n

= . 

Следствие 5.                   
1

2

2 2

lim

n

j
j

nny
j

k j
j k

y
y

y

=

→∞

= =
≠

=
∏

∑∏
. 

Схема параллельно-последовательного соединения (рис. 1.) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

С учетом теоремы 1 2 21z y= . 

С учетом теоремы 4 1 2z z z= + . 

С учетом (1) V F z
• •

= . 

 k1 

Рис. 1. – Схема параллельно-последовательного соединения 

 v 

 m1 

 r1 

 m2 

 k2  r2 
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Пример 1. 0100 (Н)iF e
•

= , 2 рад/сω= , 10 кгm = , 220 ( )k кг с−= ⋅ , 17 ( )r кг с−= ⋅ . 

Определить все остальные параметры. 

2 19,29 19,29 1
2 21 1 (15,135 10 ) 6,607 (кг с )i iz y e e− ° − ° −= = ⋅ ≈ ⋅ , 

55 19,29 30,57 1
1 2 12,207 6,607 15,372 (кг с )i i iz z z e e e° − ° ° −= + = + = ⋅ , 

30,57 30,57 1100 (15,372 ) 6,505 (м с )i iV F z e e
• •

° − ° −= = = ⋅ , 

90 30,57 59,43
1 1 20 6,505 130,1 (Н)i i i

m mF x V e e e
• •

° − ° °= = ⋅ = , 

90 30,57 120,57
1 1 10 6,505 65,05 (Н)i i i

k kF x V e e e
• •

− ° − ° − °= = ⋅ = , 

0 30,57 30,57
1 1 7 6,505 45,535 (Н)i i i

rF r V e e e
• •

− ° − °= = ⋅ = , 

19,29 30,57 49,86
2 2 6,607 6,505 42,979 (Н)i i iF z V e e e
• •

− ° − ° − °= = ⋅ = , 

2 90 49,86 139,86 1
2 2 2 5 10 42,979 2,149 (м с )i i i

m mV b F e e e
• •

− − ° − ° − ° −= = ⋅ ⋅ = ⋅ , 

2 90 49,86 40,14 1
2 2 2 10 10 42,979 4,298 (м с )i i i

k kV b F e e e
• •

− ° − ° ° −= = ⋅ ⋅ = ⋅ , 

2 49,86 49,86 1
2 2 2 14,286 10 42,979 6,14 (м с )i i

rV g F e e
• •

− − ° − ° −= = ⋅ ⋅ = ⋅ . 

На рисунке 2 изображены все расчетные параметры. 
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Пример 2. Для параллельно-последовательного (двойного) резонанса [20]. 

Отличие от примера 1 состоит в том, что 240 ( )k кг с−= ⋅ .  

0 1
1 2 7 ( )iz z r e кг с° −= = = ⋅ , 0 1

1 2 2 14 (кг с )iz z z r e ° −= + = = ⋅ , 

0 0 1100 (14 ) 7,143 (м с )i iV F z e e
• •

° ° −= = = ⋅ , 

90 0 90
1 1 20 7,143 142,857 (Н)i i i

m mF x V e e e
• •

° ° °= = ⋅ = , 

90 0 90
1 1 20 7,143 142,857 (Н)i i i

k kF x V e e e
• •

− ° ° − °= = ⋅ = , 

0 0 0
1 1 1 7 7,143 50 (Н)i i i

rF F r V e e e
• • •

° °= = = ⋅ = , 

0 0 0
2 2 7 7,143 50 (Н)i i iF z V e e e
• •

° ° °= = ⋅ = , 

2 90 0 90 1
2 2 2 5 10 50 2,5 (м с )i i i

m mV b F e e e
• •

− − ° ° − ° −= = ⋅ ⋅ = ⋅ , 

2 90 0 90 1
2 2 2 5 10 50 2,5 (м с )i i i

k kV b F e e e
• •

− ° ° ° −= = ⋅ ⋅ = ⋅ , 

2rV
•

 

2kV
•

 

2mV
•

 

V
•

 
2F
•

 

1F
•

 

1rF
•

 

1kF
•

 

1mF
•

 

F
•

 

Рис. 2. – Параллельно-последовательное соединение 
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2 0 0 1
2 2 2 14,286 10 50 7,143 (м с )i i

rV g F e e
• •

− ° ° −= = ⋅ ⋅ = ⋅ . 

На рисунке 3 изображены все расчетные параметры.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1kF
•

 

1mF
•

 

1 1 2rF F F
• • •

= =  
2kV

•

 

2mV
•

 
2rV V

• •

=  F
•

 

Рис. 3. –Параллельно-последовательный (двойной) резонанс 
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Схема последовательно-параллельного соединения (рис. 4.) 

 

 

 

 

 

 

 

С учетом теоремы 1 2 21y z= . 

С учетом теоремы 3 1 2y y y= + . 

С учетом (2) скорость штока V y F
• •

= . 

Пример 3. Значения всех величин такие же как в примере 1. 

55 2 55 1
2 21 1 (12,207 ) 8,192 10 ( )i iy z e e кг с° − − ° −= = = ⋅ ⋅ , 

2 19,29 2 55 2 5,126 1
1 2 15,135 10 8,192 10 19,061 10 ( )i i iy y y e e e кг с− ° − − ° − − ° −= + = ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ , 

2 5,126 5,126 1100 19,061 10 19,061 ( )i iV F y e e м с
• •

− − ° − ° −= = ⋅ ⋅ = ⋅ , 

2 55 55 1
2 2 100 8,192 10 8,192 ( )i iV F y e e м с
• •

− − ° − ° −= = ⋅ ⋅ = ⋅ . 

19,29 55 5,126 1
1 2 15,135 8,192 =19,061 (м с )i i iV V e e e V
• • •

° − ° − ° −− + = + ⋅ = . 

На рисунке 5 изображены все расчетные параметры. 

 

 

 f 

 k1 
 m1 

 r1 

Рис. 4. – Схема последовательно-параллельного соединения 
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Пример 4. Для последовательно-параллельного (двойного) резонанса Отличие 

от примера 2 состоит в том, что элементы соединены последовательно-параллельно.  

55 2 0 1
1 1 1 2 2 21 1 1 (12,207 ) 14,286 10 ( )i iy z g y z g e e кг с° − ° −= = = = = = = ⋅ ⋅ , 

2 0 2 0 1
1 2 2 14,286 10 28,571 10 ( )i iy y y e e кг с− ° − ° −= + = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ , 

2 0 0 1100 28,571 10 28,571 ( )i iV F y e e м с
• •

− ° ° −= = ⋅ ⋅ = ⋅ , 

1 2V V V
• • •

= − + , 

2 0 0 1
1 1 2 2 100 14,286 10 14,286 ( )i iV F y V F y e e м с
• • • •

− ° ° −− = − = = = ⋅ ⋅ = ⋅ , 

2 90 0 90 1
1 1 5 10 100 5 (м с )i i i

m mV b F e e e
• •

− − ° ° − ° −− = = ⋅ ⋅ = ⋅ , 

2 90 0 90 1
1 1 5 10 100 5 (м с )i i i

k kV b F e e e
• •

− ° ° ° −− = = ⋅ ⋅ = ⋅ , 

V
•

 

F
•

 1rV
•

 

1kV
•

 

2V
•

 

2mF
•

 

Рис. 5. – Последовательно-параллельное соединение 

ϕ1 

1V
•

 

1mV
•

 

2rF
•

 
2kF

•

 

ϕ2 
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2 0 0 1
1 1 14,286 10 100 14,286 (м с )i i

rV g F e e
• •

− ° ° −− = − = ⋅ ⋅ = ⋅ , 

90 0 90
2 2 2 20 14,286 285,714 (Н)i i i

m mF x V e e e
• •

° ° °= = ⋅ = , 

90 0 90
2 2 2 20 14,286 285,714 (Н)i i i

k kF x V e e e
• •

− ° ° − °= = ⋅ = , 

0 0 0
2 2 2 2 7 14,286 100 (Н)i i i

rF F F r V e e e
• • • •

° °= = = = ⋅ = . 

Данным примера 4 соответствует векторная диаграмма на рисунке 6.  
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Характер реактивности импеданса 

Если                                       0iF Fe
•

= , 

V
•

 

2kF
•

 

2mF
•

 

1kV
•

 

1mV
•

 

2V
•

 1 1rV V
• •

=  2rF F
• •

=  

Рис. 6. – Последовательно-параллельный (двойной) резонанс 
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arctg2 2
mxi ir

m mz r x r x e ze ϕ= + = + = , 

то                                              
0i

i
i

F Fe FV e
z ze z

•
•

− ϕ
ϕ= = = . 

Пример 5. При тех же количественных значений, что и выше, 

20arctgarctg2 2 2 2 70,71 177 20 21,19 ( )
mx ii ir

mz r x e e e кг с° −= + = + ≈ ⋅ , 

0
70,71 1

70,71
100 4,719 ( )

21,19

i
i

i
F eV e м с
z e

•
•

− ° −
°= = ≈ ⋅ . 

На рисунке 7 изображены расчетные параметры.  

 

 

 

 

Пусть теперь arctg2 2
kxi ir

k kz r x r x e ze ϕ= + = + = .  

Пример 6. При тех же количественных значений, что и выше, 

10arctgarctg2 2 2 2 55 177 10 12,207 ( )
kx ii ir

kz r x e e e кг с
−

− ° −= + = + ≈ ⋅ , 

0
55 1

55
100 8,192 ( )

12,207

i
i

i
F eV e м с
z e

•
•

° −
− °= = ≈ ⋅ . 

На рисунке 8 изображены расчетные параметры.  

 

 

 

ϕ F
•

 

V
•

 

Рис. 7. – «Инертный» импеданс 
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Из примеров 5 и 6 вытекает доказанная этими примерами 

Теорема 5. При диссипативной (резистивной) нагрузке сила и скорость 

изменяются синфазно. При реактивной – их фазы не совпадают. Сдвиг по фазе 

положительный при «инертном» импедансе и отрицательный при «упругом». 

Замечание. При m kx x x= +  и m kx x<  импеданс «упругий». При m kx x>  импеданс 

«инертный». 

Теорема 6. Если m kx x≠ , то реактивный характер импеданса изменяется на 

противоположный при замене схемы соединения  элементов (с последовательного 

на параллельное или наоборот). 

Доказательство. Если m kx x>  и соединение параллельное, то  

2
i

m k
kx x x m e

π = + = ω− ω 
. 

С учетом замечания к теореме 5 импеданс является «инертным», при этом фаза 

2 0iπ > . 

Если эти же элементы соединить последовательно, то 

2 21 i i

k m
m kb b b e e

k m km

π πω ω − ω = + = − = ω 
. 

ϕ 

F
•

 

V
•

 

Рис. 8. – «Упругий» импеданс 
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С учетом следствия из теоремы 1 

21 ikmx e
b m k

π
−

= =
ω − ω

. 

Фаза поменяла знак ( 2 0i− π < ). Другими словами, импеданс стал «упругим».  

Очевидно, что при m kx x<  дело обстоит точно так же. 

Теорема доказана. 

Заключение 

Расчет комбинированных механизмов традиционными методами представляет 

собой сложную и трудоемкую задачу. 

Использование символического (комплексного) описания механических 

процессов и систем позволяет применять вместо этого простые и компактные 

алгебраические методы, трудоемкость которых меньше в десятки раз. 

Векторные диаграммы, не являясь необходимой составляющей исследования 

механических систем, имеют существенное методическое значение, поскольку 

показывают количественные и фазные соотношения между параметрами систем. 
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Abstract 

The article considers both parallel-series and series-parallel connection of consumers 

of mechanical power. The purpose of the work consists in developing compact algebraic 

methods for ramified mechanical systems computing at forced vibrations in the steady-state 

modes. Speeds of mechanical systems’ elements and forces applied to them are being 

determined algebraically through the known systems parameters and disturbing harmonic 

impact. A complex representation of harmonic and related mechanical quantities is used. 

This approach is widely used in electrical engineering. The main research methods within 

the framework of this work are methods of mathematical modeling and analysis. It is not 

the physical object itself herewith, which is being studied, but its mathematical model, 

namely the object “equivalent” reflecting its major properties, i.e. the laws it follows, 

connections peculiar to its constituent parts etc. As for the considered ramified mechanical 

systems, classical methods based on solving the second order differential equations are 

being multiply complicated and require solving the systems of equations, which are being 

reduced to the systems of higher orders. Symbolic (complex) description employing for the 

mechanical processes and systems allows apply instead simple and compact algebraic 

methods, which labor intensity is tenfold less. 
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A relation between mechanical values for various types of elements connection of 

mechanical systems was established. Being an unnecessary component of mechanical 

systems studying, vector diagrams are of great methodological value, since they demonstrate 

quantitative and phase relationships between systems’ parameters. 

 

Keywords: consumers of mechanical power, forced vibrations, parallel, series connection, 

resonance of forces, resonance of speeds. 
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