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/)$2+�)2� 0&%,"&+-� µ
� �)#)!)�h"$2#)<�,%$2+;7�')

0&%,"&+-� µ
� � *&"� 0)&7� *!+-&+-� t2)<� ,%$2+;7�6)

1)(:5!"

µ =
�

n � o x n � o�
2

2 - 1 C 2 -

/'"�
�

n � oC 2 - �8�9"0(%0:"(&%-�15&#;+-��$))2*"2$2*54

rs%-�+0:"&"&+r�:)'5!r�56(5/)$2+�6)�:"("�5'%4

!"&+-�:%2"(+%!%�)2�,%$2+;7�+�+:"rs%-�*+'

 − + −= − + π α α 

� n �o
?MF^a ?MF^a �y

2

C - + - +
C

2 2

1�8�6)')9(%&&%-�*"!+,+&%��#)2)(%-�'%"2�0&%,"4

&+"�#)t11+;+"&2%� µ = µ
� �*&"�:"h1%0&)<�0)&7�+

%*2):%2+,"$#+� '%"2� 0&%,"&+"� #)t11+;+"&2%� µ
�

)#)!)�,%$2+;7y

α �8�#)t11+;+"&2��5,+27*%rs+<�(%0:"(�!)4

#%!f&)<�0)&7�)#)!)�*#!r,"&+-�+��)6("'"!-rs+<

!)#%!f&7"�*0%+:)'"<$2*+-�*�)#("$2&)$2+�/(%&+;

#)&2%#2%�,%$2+;7�$�:%2(+;"<�

�)')9&7"� !)#%!f&7"� *0%+:)'"<$2*+-� 95'":

$*-07*%2f� $� #)/"0+)&&7:+� *0%+:)'"<$2*+-:+� *

:%2(+;"��g5'":�$,+2%2f��,2)�:%2(+;%�)$2%"2$-�+0)4

2()6&)<�6)� $*)+:� $*)<$2*%:� *� #%h')<� "z� 2),#"�

�)/'%�:)'5!f�$'*+/%�F�'!-�+0)2()6&)/)�:%2"(+%!%

95'"2�)6("'"!"&�6)�+0*"$2&)<�1)(:5!"

=
+ µ

�
�n� o

2
C

F

/'"�C
2
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&"&+-�#)2)()/)�97!�6)!5,"&�*�(%9)2"�u�v�

{%(%#2"(�+0:"&"&+-�9"0(%0:"(&)<�,%$2+�:)'5!-

56(5/)$2+� � n � o
2

C 2 - 8�
 + −= − α α 

� ?MF^a ?MF^a
2

- + - +
C

2 2
�

#)t11+;+"&2%��5%$$)&%�*�)#("$2&)$2+�&%&),%$2+4

;7�n(+$����+��o�6)#%0%&7�&%�(+$��.�+���)2�$2)()&�+9

+�07�*')!f�)$+�2�+�*')!f�)$+�-�)2�)$+�2�2)!f#)�'!-

+0:"&-":)<�,%$2+� � n � o
2

C 2 - �+�&%�(+$����'!-�#)t11+4

;+"&2%��5%$$)&%�

�%�(+$��
�6)#%0%&�3%(%#2"(�+0:"&"&+-�:)'5!-
� n � o
2

C 2 - � *� &%6(%*!"&++� -� )2� $2)()&�+0� +� 97���%

(+$� ��6)#%0%&)�*!+-&+"�(%$$2)-&+-�:"h'5�,%$2+4

;%:+�&%�*"!+,+&5� �
2

C �*')!f�)$+�2���$"�("05!f2%27

6)!5,"&7�&%�)$&)*%&++�$))2&)p"&+<��6(+*"'"&4

&73�*�u�v�

�0�3%(%#2"(%�+0:"&"&+-�$*)<$2*�n$:��(+$���8�o

*+'&)��,2)�+0:"&"&+"�:)'5!-�6)�:"("�5'%!"&+-�)2

,%$2+;7�*"!+#)�+�0%*+$+2�)2�6()2-h"&&)$2+�0)&7

#)/"0+)&&73� *0%+:)'"<$2*+<� n6%(%:"2( α o���%#

6)#%0%&)�*�(%9)2%3�u���.v��*�(%<)&"�&%&),%$2+;�6()4

+$3)'+2�5*"!+,"&+"�6!)2&)$2+�56%#)*#+�:%#():)4
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              2�                                            
                                         

        y                                                    
       a1 θ1           θ2                               

  a2                                                        
                                a1i

 M                          a2i                           
                      x                                      

�+$������3":%�(%$6)!)h"&+-�*#!r,"&+<

                                    2�           
                               �            d
                        θ2

                     y
  b2                                         2b

         b1             θ1  a             b
                    M1           x

�+$�����i"):"2(+,"$#+"�6%(%:"2(7�*#!r,"&+-
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'"<$2*5rs+3�!)#%!f&73�&%6(-h"&+<�+�)6("'"!+2
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;"$$"�6)!+:"(+0%;++�$))2*"2$2*5rs""�5:"&fp"&+"

:%$$7�6()+0)<'"2�*�0)&"��6(+!"/%rs"<�#�:"h1%04

&)<���(+�+$6)!f0)*%&+-�')$2%2),&)�'!+&&73�5/!"4

()'&73� &%&)2(59)#� *� $*-05rs":� � n'!+&)<� .8

� :#:o�:)h&)�')9+2f$-�5!5,p"&+-�$*)<$2*�*)!)#4

&+$2)/)�:%2"(+%!%�6)6"("#�*)!)#)&�0%�$,"2�5*"!+4

,"&+-�)2&)$+2"!f&)/)�)9|":%�:"h1%0&)<�0)&7�+

3)()p"/)�}$;"6!"&+-~�%#2+*&73�&%&),%$2+;��$�*)4

!)#&%:+�

�)!5,+:�1)(:5!7�� )6("'"!-rs+"� 3%(%#2"(

+0:"&"&+-�*�:"h1%0&)<�0)&"�:)'5!"<�
-

C ��'"1)(4

:%;+<� ε2 �+� ε- ��&%6(-h"&+<�σ2 �+� σ- ��%�2%#h"�+04

:"&"&+"�)9)9s"&&)/)�&%6(-h"&+-�*�)#("$2&)$2+

&%&),%$2+;7� σ
/ ���2+�$))2&)p"&+-�(%$$:)2(+:�*

)#("$2&)$2+�2)!f#)�)'&)<�,%$2+;7�'!-�2("3:"(&)<

0%'%,+���%#�#%#�:%2(+;%�-*!-"2$-�+0)2()6&7:�:%4

2"(+%!):��2)�6(+�(%$2-h"&++�*')!f�#))('+&%27�2

3%(%#2"(+$2+#+�*')!f�)$"<�-�+�@�95'52�)'+&%#)*74

:+���!"')*%2"!f&)��0%#)&�i5#%�*�t2):�$!5,%"�0%6+4

p"2$-�*�*+'"

σ = ε + µ ε

σ = + µ ε +µ ε

σ = + µ ε +µ ε

n � oy

un� o vy

un� o v�

2 2 2 -

- 2 - 2

@ 2 - 2

C

C

C

� � � � � � � � � � � � � � n�o

/'"� = − µ�xn� o
2 2

C C �

�("h'"�*$"/)��6)!5,+:�1)(:5!7��)6("'"!-r4

s+"�'"1)(:%;+<� ε2 �+� ε- �'!-�)9!%$2+�`���9!%$2f�`

8�t2)�)#("$2&)$2f�/(%&+;�+9��07��/'"�:)'5!f�56(54

/)$2+�*7,+$!-"2$-�6)�6(%*+!5��"<$$%y�)9!%$2f�``

(%$6)!)h"&%�*')!f�/(%&+;�+0��97��/'"�:)'5!f�56(54

/)$2+�*7,+$!-"2$-�$)/!%$&)�6(%*+!5��)</32%�n(+$�

��+ �o���0�6)!5,"&&73�(%&&""�$))2&)p"&+<�*+'&)�

,2)�+0:"&"&+"�'"1)(:%;++� ε2 �*�t2)<�)9!%$2+�6()4

6)(;+)&%!f&)�+0:"&"&+r�:)'5!-� 56(5/)$2+�C
2
� �

�%#�#%#�*�t2)<�0)&"�+0*"$2&7�*"!+,+&7�'"1)(:%4

;+<��,%$2+;7� ε �2 �+�:%2(+;7�&%�9"$#)&",&)$2+� ε �2 �

2)�:)h&)�0%6+$%2fB

ε
ε =

− α π +
� �

n �o� ?MF^an x o x �
2

2 C + 2

/'"� ε = σ
� � �

x
2

C �� σ = σ =
�

FKIY^
2 8� 0&%,"&+"� &)(4

:%!f&)/)�&%6(-h"&+-�*�)9!%$2+�`�

�+$������0:"&"&+"� �
2C �*')!f�)$+�-�6(+� =��2 +

�+$�����w%*+$+:)$2f�#)t11+;+"&2%��5%$$)&%

)2�&%&),%$2+;7�6)�#))('+&%2"�2

�+$��
���0:"&"&+"� �
2C �*')!f�)$+�-

�+$������!+-&+"�(%$$2)-&+-�:"h'5�,%$2+;%:+

&%�*"!+,+&5� �
2C �*')!f�)$+�2
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�0�6"(*)/)�$))2&)p"&+-�n�o�:)h&)�)6("'"!+2f

3%(%#2"(�+0:"&"&+-�'"1)(:%;++� ε- �*�)9!%$2+�`B

 σ
ε = − ε  µ  

��
�

�- 2
2

C

�()*"(#%�5')*!"2*)("&+-�5(%*&"&+<�(%*&)*"4

$+-�6)#%07*%"2��,2)�#%$%2"!f&7"�&%6(-h"&+-�*�t2)<

)9!%$2+�(%*&7�&5!r���%#+:�)9(%0):��*�t2)<�0)&"

6)!&)$2fr�+0*"$2&)�&%6(-h"&&)4&%6(-h"&&)"�$)4

$2)-&+"�+�:)h&)��)6("'"!+2f�)9)9s"&&)"�&%6(-4

h"&&)"� $)$2)-&+"� n+&2"&$+*&)$2f� &%6(-h"&+<o

σ
�/ ��+$6)!f05-�#(+2"(+<�	+0"$%B

σ = σ − σ + σ − σ + σ − σ =

= σ − σ ≤ σ

� � �
�

�

�
n o n o n o

�

n o

/ 2 - - @ 2 @

- 9

+�+&2"&$+*&)$2f�'"1)(:%;+<�� ε �/ B

ε = ε − ε + ε − ε + ε − ε =

= ε − ε

� � �
�

� �

�
n o n o n o

.

�
n o�

.

/ 2 - - @ 2 @

2 -

/'"� σ = σ
- @ y� σ = σ

�2 y�σ9 �8�6("'"!�6(),&)$2+�:%2"4

(+%!%y� ε = ε
- @

�

�()+!!r$2(+(5":�6)!5,"&&7"� $))2&)p"&+-

'!-�:%2(+;7� $)� $!"'5rs+:+� 3%(%#2"(+$2+#%:+B

:)'5!f�:%2(+;7� =
�

����C �	�%��#)t11+;+"&2��54

%$$)&%�µ = ��� ��)2&)$+2"!f&7<�:)'5!f� = ���C y�6)4

!5(%0:"(7� ,%$2+;7� (%*&7B� −= ⋅ ���� ��+ :�
−= ⋅ ���� ��9 �:y�&%6(-h"&+"�*�0)&"�'!-�+!!r$2(%;++

6(+&-2)B� σ =
�

� �	�%y�#)t11+;+"&2� α =� ���(+*"4

'":�/(%1+#+�+0:"&"&+-�3%(%#2"(+$2+#�6)$!"')*%4

2"!f&)�'!-� �2
C ��µ ��σ �- �� ε �2 �� ε

�-
��σ �/ �� ε �/ �*')!f�)$+

2�6(+�- � ��n(+$���8��o�

�()*)'-�%&%!)/+,&7"�(%$$5h'"&+-�+�6(")9(%4

0)*%&+-�$�5,"2):�6(+&-273�')65s"&+<�'!-�)9!%$4

2+�``�+�6(+&-273�3%(%#2"(+$2+#�:%2"(+%!%��:)h&)

6)!5,+2f�*$"�$))2*"2$2*5rs+"�1)(:5!7�+�6)$2()4

+2f�/(%1+#+�+0:"&"&+-�3%(%#2"(+$2+#�6)$!"')*%4

2"!f&)�'!-� �2
C �� σ �2 ��*')!f�)$+�-�6(+�2 � ��n(+$����

+��
o����t2):�$!5,%"�'"1)(:%;++� ε = =
�

FKIY^ �����
2 �

&%6(-h"&+"� σ =
� �

- �*�t2)<�)9!%$2+��%�'"1)(:%;+-

)6("'"!-"2$-�*7(%h"&+":� ε = −µ σ
� � �

x
- 2 2

C ���76+4

p":�1)(:5!5��3%(%#2"(+05rs5r�+0:"&"&+"�:)'54

!-�56(5/)$2+� �2
C ��6)!5,"&&5r�*�(%9)2"�u�vB

     − + −= − +      π α α   

α + α −+ − + α + + α +  

� �

� � � �

n �o
?MF^a ?MF^a

n o n o
� �

n o n o n o n o

2

C 2 9 2 9
C C

- -

- 2 9 - 2 9

- 2 9 - 299

� � � n�o

�� t2)<� 0)&"� 3%(%#2"(�+0:"&"&+-�&%6(-h"&+-

σ
�2 �$)*6%'%"2�$�+0:"&"&+":�:)'5!-�56(5/)$2+� �2

C

�+$������0:"&"&+"�:)'5!-� 2C �*')!f�)$+�2�*�)9!%$2+�`�

= �-

�+$�� ���0:"&"&+"�#)t11+;+"&2%��5%$$)&%

*')!f�)$+�2�*�)9!%$2+�`�� = �-

�+$�������0:"&"&+"�&%6(-h"&+-� σ- �*')!f�)$+��2

*�)9!%$2+�`�� = �-

�+$�������0:"&"&+"�'"1)(:%;++� ε �2 �*')!f�)$+��2

*�)9!%$2+�`�� = �-



��� ��������	
������
����

�����������	



6(+�*76)!&"&++�5$!)*+-��,2)� σ = σ
� �2 �6(+� → ∞2 �

+�0%6+p"2$-�*�*+'"

     − + −σ = σ − +      π α α   

α + α −− + α + + α +  

� �

� � � �

n �o
?MF^a ?MF^a

n o n o
� �

n o n o n o n o

2

C 2 9 2 9

- -

- 2 9 - 2 9

- 2 9 - 299


���(�

�)!5,"&&7"�("05!f2%27�+$$!"')*%&+-�+0:"&"4

&+-�3%(%#2"(+$2+#�+�&%6(-h"&&)4'"1)(:+()*%&&)4

/)�$)$2)-&+-�*�:"h1%0&)<�0)&"�:%2"(+%!%�6)#%074

*%r2��,2)�6(+�6(+9!+h"&++�#�&%&),%$2+;"�:)'54

�+$�������0:"&"&+"�'"1)(:%;++� ε �- �*')!f�)$+��2

*�)9!%$2+�`�� = �-

�+$���.���0:"&"&+"�&%6(-h"&+-� σ/ �*')!f�)$+��2

*�)9!%$2+�`�� = �-

�+$�������0:"&"&+"�'"1)(:%;++� ε/ �*')!f�)$+� �2

*�)9!%$2+�`�� = �-

!+�56(5/)$2+�:%2(+;7�$5s"$2*"&&)�5*"!+,+*%r24

$-�n(+$����+���o�+�')!h&%�5*"!+,+*%2f$-�6!)2&)$2f

:%2(+;7����)9!%$2+�``�/!%*&7:�*7*)'):�+$$!"')4

*%&+-�-*!-"2$-�$5s"$2*"&&)"�5*"!+,"&+"�&)(:%!f4

&73�&%6(-h"&+<� σ �2 �n(+$���
o���)!5,"&&7"�("05!f4

2%27�6)#%�5'%!)$f�6)'2*"('+2f�#)$*"&&7:�652":

$(%*&"&+-�$�&"#)2)(7:+�t#$6"(+:"&2%!f&7:+�'%&4

&7:+�u�v�

��G����������������
��������������	�����

�HHI�JKLJKLJJMNJ

�)*�)�+,�-)���.)/��0)��.

���O��������P$P$��Q�����R$P$��S�
�����$(���2(5#25(4

&%-�:)'"!f�:"h1%0&)/)�$!)-�*�#):6)0+2&73�:%2"(+%!%3

xx��)&$2(5#;++�+0�#):6)0+;+)&&73�:%2"(+%!)*�����
�

��.�����.8���

���P��������� �$T$�� P���U
��R$V$�� P�����U
��T$�$�

P��U�
��I$T$��W�	�����T$P$��X������T$($��Y�����U���R$T�

�)*7p"&+"� $*)<$2*� t6)#$+'&73� 6)!+:"()*�:%!7:+

')9%*#%:+�15&#;+)&%!+0+()*%&&73�5/!"()'&73�&%&)4

,%$2+;�xx��9��2"0+$)*�$"#;+)&&73�')#!%')*��$2"&')*73

')#!%')*�+�')#!%')*�5,%$2&+#)*�#)&#5($%�&%5,&73�(%4

9)2�:)!)'73�5,"&73B�kEYI?IK^HFG����8��"(*7<�:"h'54

&%()'&7<��)(5:�6)�&%&)2"3&)!)/+-:��	)$#*%�������

.��Z��
��T$X$� �$+!"&+"� t6)#$+'&73�6)!+:"()*��8

�%0%&fB��):�6",%2+�������

	)$#)*$#+<�%*+%;+)&&7<�+&$2+252

�2%2f-�6)$256+!%�*�("'%#;+r���������� 

�+$�������0:"&"&+"�:)'5!-� 2
C �*')!f�)$+�b

*�)9!%$2+�``�6(+� = �2

�+$���
���0:"&"&+"�&%6(-h"&+-� σ2 �*')!f�)$+��-

*�)9!%$2+�``�6(+� = �2


