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Введение

Возможность протекания реакций зависит 
от многих факторов, главными из которых явля‑
ются температура, давление и скорость потока. 
Основным критерием, который определяет эту 
возможность, является число Дамкелера:

 
 

где L ‒ характерный размер расчетной области; 
V ‒ скорость потока. Как правило, за ‒ скорость потока. Как правило, за  при‑
нимают то время, за которое происходит пол‑
ное превращение исходных реагентов в продук‑
ты реакции.

Наибольший интерес представляет расчет 
в случае, когда характерное газодинамическое 
время сопоставимо со временем протекания хи‑
мических реакций. Такое течение называется 
химически неравновесным. Его диапазон, как 
правило, принимается в пределах примерно 
0.01 < Da < 100.

Скорость образования химического компонен‑
та в общем случае является функцией плотности, 
температуры и концентраций компонентов:

   

Эта функция существенно нелинейна относи‑
тельно своих аргументов, поэтому в турбулент‑
ных течениях допущение о том, что средняя ско‑
рость турбулентных течениях допущение о том, что средняя скорость  определяется через средние значения 
своих аргументов, может приводить к грубым 
ошибкам. На самом деле средняя скорость реак‑
ций зависит не только от средних значений газо‑
динамических параметров, но и существенным 
образом от пульсаций этих величин.

Наиболее достоверным в процедуре матема‑
тического описания комплекса химических ре‑
акций представляется подход с использованием 
функции распределения плотности вероятностей 
(ФРПВ), которая зависит от ряда газодинамичес
ких параметров, рассматриваемых в турбулент‑
ном течении в качестве случайных величин.

Для получения функции распределения плот‑
ности вероятностей можно получить специаль‑
ное уравнение переноса [1, 2]. Однако в общем 
случае решение и использование такого уравне‑
ния представляет колоссальную математическую 
проблему. Поэтому в данной работе использует‑
ся упрощенная модель построения ФРПВ, осно‑
ванная на представлении этой функции в виде 
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произведения более простых функций заранее за‑
данной формы с последующим решением урав‑
нений, описывающих параметры этих функций. 
При построении этой модели использовались ме‑
тоды, предложенные в [3‒5].

1. Основная система уравнений, 
описывающих турбулентное течение 

химически реагирующей газовой смеси

Эта система при использовании подхода, осно‑
ванного на использовании коэффициента турбу‑
лентной вязкости , включает в себя уравнения 
неразрывности, количества движения, сохране‑
ния массы химических компонентов и полной 
энергии:

  

  
(1)

  
Предполагается, что турбулентные потоки 

и напряжения моделируются подобно молеку‑
лярным аналогам, поэтому:

   
(2)

 

  
 (3)

При получении формулы для простоты записи 
использовалось допущение о равенстве как мо‑
лекулярных чисел Прандтля Pr и Шмидта Sc, так 
и турбулентных: .

Давление газовой смеси p подчиняется зако‑
ну Дальтона и равно сумме парциальных давле‑
ний компонентов давлений компонентов .

Полная энергия складывается из внутренней 
и кинетической составляющих:

 
.  (4)

Энтальпии hs химических компонентов рас‑
считывались по справочным формулам:

 
. (5)

Для расчета горения водорода использовалась 
система реакций Коннера и др. [6]. Она включа‑
ет 19 реакций. Кроме того, в некоторых расчетах 
использовалась упрощенная система, состоящая 
из семи реакций [7]. Для учета окиси углерода 
в систему добавлялись еще две реакции [7].

Для замыкания системы и определения коэффи‑
циента турбулентной вязкости в большинстве рас‑
четов использовалась трехпараметрическая  
модель турбулентности, представ ленная в [8].

2. Влияние турбулентности на скорости 
химических реакций

Как уже указывалось во введении, для расчета 
осредненной скорости образования компонентов 
используется подход, основанный на функции 
распределения плотности вероятностей:

   (6)
  , 
где где  ‒ функция распределения 
плотности вероятностей случайных величин 

.
Используем следующие допущения.
Допущение 1. Функция распределения плот‑

ности вероятностей . Функция распределения плотности вероятностей  может быть 
представлена в виде произведения трех незави‑
симых функций:

   (7)

При этом предполагается выполнение статис
тической независимости между соответствующи‑
ми случайными величинами.

Допущение 2. Структура функции распреде
ления вероятностей в форме (7) представляет‑
ся произведением следующих известных зави‑
симостей:

1) Функция плотности газа  представляет‑
ся дельтафункцией (функцией Дирака) [4]:

  . (8)

2) Для температуры в данной работе использо‑
валось два варианта задания функции распреде‑
ления вероятностей: нормальное распределение 
(распределение Гаусса) и бетафункция.
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3) Для концентраций компонентов использо‑
валась многомерная бетафункция.

2 .1 . Функции распределения плотности 
вероятностей для температуры

Нормальное распределение имеет вид:

 

.

 

. (9)

Как известно, нормальное распределение в об‑
щем случае имеет пределы Как известно, нормальное распределение в общем случае имеет пределы  , поэтому 
вводятся физические ограничения на пределы ин‑
тегрирования при взятии моментов:

  (10)

здесь принималось здесь принималось .
Соответственно, в формулу (9) вводится по‑

правка, так чтобы выполнялось условие:

  
(11)

Для того чтобы обеспечить это условие, 
на границах Для того чтобы обеспечить это условие, на границах  и и  вводятся дельтафункции, 
которые учитывают влияние «хвостов» функции 
распределения плотности вероятностей в виде:

 

  (12)

 
где H ‒ функция Хевисайда; коэффициенты ‒ функция Хевисайда; коэффициенты  
учитывают площадь отрезанных частей функции 
распределения плотности вероятностей [9]:

  (13)

 
При проведении численного счета функция 

нормального распределения при значениях  
близких к нулю, имеет неопределенное значе‑

ние, поэтому при  скорости реак‑
ций рассчитываются не через функции распре‑
деления плотности вероятностей, а по средней 
температуре плотности вероятностей, а по средней температуре .

Как отмечалось ранее, во втором варианте 
функция температуры газа  задается бе‑
тафункцией, которая имеет следующий вид [5]:

  
, (14)

где Г(β) ‒ гаммафункция;

 
 (15)

 
Бетараспределение является более сложным 

по сравнению с нормальным, но более удобным 
для подобных задач, так как его зависимость 
от двух переменных позволяет более гибко отра‑
жать характер изменения функции распределения 
плотности вероятностей в пламени. На ранних 
стадиях смешения эта функция имеет два пика, 
а затем постепенно переходит к виду, близкому 
к нормальному распределению.

Есть еще одно преимущество бетараспреде‑
ления: пределы интегрирования в этом случае 
конечны. Новая функция случае конечны. Новая функция  меняется в пределах 
от 0 до 1.

Среднее значения этой функции и ее диспер‑
сия определяются формулами:

 
.
 
. (16)

2 .2 . Функции распределения плотности 
вероятностей для концентраций 

компонентов

Многомерная бетафункция распределения ве‑
роятностей имеет вид [10]:

  (17)
 
где
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  (18)

 
Основное достоинство такого представления 

функции распределения плотности вероятностей 
для концентраций состоит в том, что все необхо‑
димые моменты случайных величин находятся 
аналитически. В скорости реакций входят про‑
изведения концентраций компонентов, поэтому 
средние скорости складываются из произведений 
средних величин плюс дисперсии и ковариации 
(смешанные моменты второго порядка). Диспер‑
сии и ковариации для многомерной бетафункции 
распределения (17) определяются по формулам:

 

 (19)

2 .3 . Осредненные скорости реакций, 
скорости образования компонентов

Скорость образования компонента в результа‑
те химических реакций  складывается из ско
ростей всех реакций, в которых он участвует:

  
(20)

Скорости химических реакций определяются 
на основе закона действующих масс:

  
(21)

где где  и и  ‒ коэффициенты скоростей прямой 
и обратной k‑ой реакции зависят только от тем‑
пературы.

В соответствии с основным допущением (фор‑
мулы (7) и (8)), получаем:

  
(22)

  
(23)

Моделирование произведений, входящих 
в формулу (23), зависит от числа компонентов, 
участвующих в реакции.

3. Уравнения для дисперсий 
температуры и концентраций

Для задания функции распределения плотно‑
сти вероятностей температуры и концентраций 
компонентов необходимо определить дисперсии 
этих случайных величин.

Уравнения для Уравнения для  и и  легко выводятся 
из уравнений сохранения химических компонен‑
тов и энергии и имеют общий вид:

 

  
(24)

 

где ;  ‒ аналоги чисел 
Прандтля/Шмидта;  ‒ диссипация соответству‑
ющей скалярной величины;  ‒ источник в соот‑
ветствующем уравнении (вследствие химичес
ких реакций и энергетических диссипативных 
процессов).

Строго говоря, для диссипации можно по‑
лучить уравнения переноса, аналогичные (24). 
Однако для оценочных расчетов можно предпо‑
ложить, что отношение временных масштабов 
пульсаций скоростей и скалярных величин при‑
мерно постоянно:

  
(25)

Это допущение соответствует широко ис‑
пользуемому заданию постоянных значений 
тур булентных чисел Прандтля/Шмидта. Из это‑
го следует:

   
(26)

Для последнего члена в уравнении (24) 
сущест вует большое количество полуэмпиричес
ких формул [11, 12]. Зачастую они противоречат 
друг другу, поэтому в данной работе делается 
предположение, что определяющую роль в источ‑
никовой части уравнения (24) играют генерация 
и диссипация.
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4. Тестирование модели. Сопоставление 
с экспериментальными данными

Для оценки влияния турбулентности на про‑
цессы горения проведено тестирование модели 
и сопоставление с экспериментальными и расчет‑
ными данными других исследователей.

4 .1 . Сверхзвуковая водородная струя 
в сверхзвуковом спутном потоке горячего 

воздуха

В данном тесте предлагаемая методика исполь‑
зовалась для расчета эксперимента Эванса и др. 
[13] (Test 1). Схема экспериментальной установки 
представлена на рис. 1, исходные данные в табл. 1.

На рис. 2 показаны распределения массовых 
концентраций химических компонентов вдоль 
оси потока. Сравнивались результаты расче‑
тов без учета влияния турбулентных пульсаций 
на скорости химических реакций («ламинарная 
химия») и с учетом («турбулентная химия») с экс‑
периментальными данными Эванса и др. [13]. 
Видно, что результаты расчетов в обоих случаях 
слабо отличаются друг от друга и удовлетвори‑

тельно согласуются с экспериментом (с учетом 
того, что авторы [13] декларируют точность экс‑
перимента в пределах ~30%).

Гораздо более важным результатом являет‑
ся то, что при использовании «турбулентной хи‑
мии» воспламенение происходит выше по пото‑
ку (рис. 3).

4 .2 . Эксперимент Барроуса  
и Куркова [14]

Для верификации общей математической мо‑
дели горения для случая плоского течения в ра‑
боте решена задача истечения пристенной пло‑
ской водородной струи в спутный сверхзвуковой 
поток. С такими задачами приходится сталки‑
ваться, например, в камере сгорания гиперзву‑
кового ПВРД. Экспериментальное исследова‑
ние подобного течения проведено в работе [14]. 
В указанной работе исследовалось горение при‑
стенной звуковой струи холодного водорода, ин‑
жектируемого через щель в стенке аэродинами‑
ческой трубы высотой h1=4 мм, в сверхзвуковой 
поток подогретого воздуха. Схема эксперимен‑
тальной установки приведена на рис. 4. В расче‑

Рис. 1. Геометрия течения. Диаметр внешнего сопла 
D = 0.0653 м, диаметр внутреннего сопла dj=0.009525 м, тол‑
щина кромки внутреннего сопла 0.0015 м

Таблица 1. Исходные данные к эксперименту 
Эванса и др. [13] (Test 1)

Параметр Водород Внешний 
поток

Число Маха 1.0 2.44
Температура, К 242 1270

Статическое давление, Па 1.013∙105 1.013∙105

Массовые доли
1.0 0.0

0.0 0.258

0.0 0.486

0.0 0.256

Рис. 2. Распределение массовых концентраций компонентов вдоль оси струи: a – H2, б – H2O, в – N2; 1 – расчет с использованием 
«ламинарной химии»; 2 – расчет с использованием «турбулентной химии»; 3 – эксперимент Эванса и др. [13]
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Рис. 4. Схема экспериментальной установки в эксперименте 
Барроуса и Куркова [14]

Рис. 5. Поперечные профили мольных долей H2O в выходном 
сечении экспериментального участка: 1 – расчет с «ламинар‑
ной химией»; 2 – расчет с «турбулентной химией»; 3 – экспе‑
римент Барроуса и Куркова

Рис. 6. Пространственное распределение температуры: a – при 
использовании «ламинарной химии»; б – при использовании 
«турбулентной химии»

Рис. 3. Пространственное распределение температуры: a – при использовании «ламинарной химии»; б – при использовании «тур‑
булентной химии»

тах использовались условия на выходе из щели 
и в спутном потоке, представленные в табл. 2. 
Были измерены профили температуры, мольных 
концентраций реагентов (H2, O2) и продуктов сго‑
рания (H2O) в выходном сечении камеры сгора‑
ния. В качестве примера на рис. 5 представлены 
результаты расчетов и экспериментальные дан‑
ные по профилю H2O.

Расчеты с «ламинарной химией» и с «турбу‑
лентной химией» примерно совпадают и удов‑
летворительно согласуются с эксперименталь‑
ными данными.

Таблица 2. Исходные данные к эксперименту 
Барроуса и Куркова [14]
Ta, K Ua, м/с Ra, м Pa, Па H2 H2O CO CO2 N2

1330 2500 1.0 0.7∙10–5 0.05 0.4 0.05 0.15 0.35
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Как и в предыдущем тесте, при расчете с ис‑
пользованием «турбулентной химии» воспламе‑
нение происходит выше по потоку, чем без учета 
влияния химии на скорость химических реакций. 
Как видно по рис. 6, воспламенение начинает‑
ся при координате x, примерно равной 0.2 м, что 
очень хорошо согласуется с экспериментальны‑
ми данными (см. [14], Fig. 16).

Выводы

1) Влияние турбулентных пульсаций на скоро‑
сти химических реакций проявляется в основном 
на переходных режимах.

2) При учете влияния турбулентности на ско‑
рости химических реакций воспламенение про‑
исходит раньше, так как пульсации температуры 
ускоряют реакции.
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A model of chemically nonequilibrium turbulent combustion has been developed, taking into 
account the effect of turbulent temperature and concentration fluctuations on the intensity of chem‑
ical reactions. A turbulence model for highspeed flows is proposed. The averaged rate of chemi‑
cal reactions depends not only on the average values of the gasdynamic parameters, but also on 
the pulsations of these quantities. The presence of correlations between temperature fluctuations 
and concentrations leads to the fact that the speed of the process can both increase and decrease. 
In the procedure of mathematical description of a complex of chemical reactions, an approach was 
used based on the probability density distribution function (PDF), which depends on a number 
of gasdynamic parameters that are considered as random variables in a turbulent flow. To deter‑
mine the PDF, we used a model based on the representation of this function in the form of a pre‑
determined form. This function is presented as a product of 3 independent functions of a predeter‑
mined form (delta functions for density, Gauss distribution for temperature and multidimensional 
beta function for concentrations) followed by solving equations describing the parameters of these 
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functions. It is shown that taking into account the effect of turbulence on the rates of chemical re‑
actions is very important for determining the moment of ignition of a gas mixture in chemically 
nonequilibrium flows (Damköler number is within 0.01 <Da <100). With the developed burning 
this influence is insignificant. Also, turbulent pulsations have a significant effect on the moment of 
burnout failure in the jets of aircraft engines with increasing flight altitude. The obtained calcula
ted results are in satisfactory agreement with the experimental data.

Keywords: turbulence, chemical kinetics, probability density distribution function, averaged 
flow parameters, dispersion of temperature and concentrations.
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