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Аннотация. Представлен подход, позволяющий определить реальную жесткость балки, работающей на 
изгиб и кручение, при неточно заданной из-за погрешностей натурного эксперимента исходной инфор-
мации. Показано, что сведение задачи о поперечных и крутильных колебаниях отсека крыла, записанной 
в виде дифференциальных уравнений, к интегральным уравнениям типа Вольтерра первого рода дает 
возможность создать алгоритм расчета с помощью метода интегрирующих матриц, минимально увеличи-
вающий погрешности расчета изгибной и крутильной жесткости крыла по данным эксперимента, даже 
при неточных исходных данных.
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Abstract
The main problem in structures diagnostics and quality control is that the overwhelming majority of physical 
quantities cannot be measured directly. The task emerges herefrom on the physical quantities determining by the 
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results of their manifestation. The aircraft structures rigidity characteristics determining by the specifi ed deformations 
and loads relates to this problem as well.
Problems in which coeffi  cients of the equations are unknown, and the initial, boundary and other additional 
conditions are specifi ed, form a wide class of so-called coeffi  cient inverse problems. Inverse problems are mainly 
ill-posed. Their solution is often ambiguous, unstable, and errors in numerical methods lead to the resultant error 
increase. The up-to-date theory of their solution is largely associated with the name of O.M. Alifanov, Professor 
at Moscow State Technical University (MAI), and the scientifi c school he created.
The works cited in the review indicate a high level of research and the tools employed. However, according to the 
opinion of the authors of the article, the integrating matrices method is the most suitable one for the purpose of 
the listed problems solution in the framework of test laboratories and factory design bureaus, the more so, as as 
it gained further development through the approximations improving of the obtained relationships and modern 
software. Thus, the article considers this method, which naturally (due to integration) includes the necessary 
function of smoothing the experimental results as well.
The method consists of two stages. At the fi rst stage, the initial diff erential equations are being reduced to a form 
convenient for the integrating matrices application. Integration of the problem diff erential equations is being 
performed herewith. Integration is being accomplished with account for the boundary conditions and continued 
so many times that the highest derivative in the equation becomes the one that determines the stress state. As the 
result, we obtain an integral-diff erential equation, which at the second stage is being reduced to a system of linear 
algebraic equations by replacing the integrals with their matrix analogs, and then this system is solved.
The article considers in detail the two examples of the proposed approach applying to the rigidity determining of 
a beam operating in both bending and torsion, with inaccurately specifi ed initial information resulting from the 
experimental errors.
The results revealed that the integrating matrix method application for solving the inverse problem allows fi nding 
rigidities with almost the accuracy of the measurement error. Thus, this approach may be recommended as an 
eff ective tool for fi nding bending and torsional rigidities when the experimental results smoothing is practically 
not required.
Keywords: numerical methods, identifi cation, wing rigidity, oscillations, fi nite sums method, integrating matrices
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Введение
Основная проблема при диагностике и контроле 

качества конструкций заключается в том, что пода-
вляющее число физических величин не может быть 
измерено непосредственно. Непосредственному 
измерению поддается лишь ограниченный набор 
физических параметров, на которые остальные 
(неизмеряемые) параметры оказывают лишь опос-
редованное влияние. Отсюда возникает задача 
определения физических величин по результатам 
их проявления. К этой же проблеме относится и 
определение свойств материалов (модуля упругости 
Е и модуля сдвига G) элементов конструкции. Го-
стированные методы определения Е и G основаны 
на испытаниях образцов материала и, как правило, 
требуют уточнения.
Задачи, в которых коэффициент уравнений не-

известен, а заданы начальные, граничные и другие 
дополнительные условия, образуют широкий класс 
так называемых коэффициентных обратных задач. 
В большинстве своем обратные задачи являются 
некорректно поставленными. Их решение часто 
неоднозначно, неустойчиво, а ошибки численных 

методов приводят к росту результирующей погреш-
ности. Современная теория их решения во многом 
связана с именем академика РАН О.М. Алифанова 
и созданной им научной школы [1–3]. Условно в 
соответствии с темой статьи современные публи-
кации можно разделить на четыре группы.

1. Работы, основанные на использовании сгла-
живающего функционала А.Н. Тихонова [4, 5].

2. Экстремальная постановка обратных задач. 
Функционал цели минимизируется с помощью 
градиентного метода [6–9], а также таких подходов, 
как оптимизация роя частиц (PSO), генетического 
алгоритма (GA) и алгоритма Yuki [10].

3. Сочетание метода конечных элементов (МКЭ) 
и искусственных нейронных сетей [11–13]. В работе 
Trivailo и др., метод, основанный на анализе МКЭ 
в MATLAB, используется для генерации обуча-
ющих данных для сетей, которые моделируются 
с использованием набора инструментов Neural 
Network Toolbox. В работе Shi Feng обратная за-
дача вязкоупругой механики решается с помощью 
различных структур МКЭ с использованием про-
граммы ABAQUS.
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4. Сведение краевой задачи к интегральным 
уравнениям Вольтерра первого и второго рода с 
теми же краевыми условиями [14–21]. Наиболее 
известным инициатором перехода от дифференци-
альных зависимостей к интегральным уравнениям 
при решении обратных задач является Я.М. Пархо-
мовский. Для получения устойчивого решения им 
даны рекомендации по сглаживанию полученных 
из эксперимента прогибов, а также представлению 
гибкости крыла совокупностью некоторых гладких 
координатных функций.
Из современных работ, посвященных иденти-

фикации на базе интегральных уравнений, можно 
выделить публикации Ю.Е. Воскобойникова и 
В.А. Боевой [20, 21], в которых представлено по-
строение решения, использующего «зашумленные 
данные», на базе сглаживающих сплайнов.
По-прежнему актуально уточнение жесткост-

ных характеристик конструкций и действующих 
на них нагрузок. Современные методы решения 
этих задач базируются на мощной вычисли-
тельной технике, позволяющей использовать 
нейронные сети и МКЭ. Остаются востребован-
ными и универсальные методы, основанные на 
регуляризации по А.Н. Тихонову и оптимиза-
ции (экстремальный подход О.М. Алифанова). 
Можно считать перспективной и интегральную 
модель «вход-выход», состоящую из нескольких 
уравнений Вольтерра.
Приведенные в обзоре работы говорят о вы-

соком уровне исследований и применяемого ин-
струментария, но мало годятся для инженерного 
применения (в том числе и работы Я.М. Пархомов-
ского и Ю.Е. Воскобойникова). На взгляд авторов 
статьи, для инженерного решения перечисленных 
задач в рамках испытательных лабораторий и за-
водских КБ наиболее подходящим является метод 
интегрирующих матриц, тем более что за последние 
годы он получил дальнейшее развитие благодаря 
улучшению аппроксимаций полученных соотноше-
ний и современному программному обеспечению. 
Поэтому рассмотрим подробнее этот пока еще 
недостаточно широко известный метод, который 
естественным образом (за счет интегрирования) 
включает в себя и необходимую функцию сглажива-
ния результатов эксперимента (очевидно, что роль 
вероятностно-статистических методов в данном 
случае ничтожна, ввиду эксклюзивности натурных 
испытаний авиационных конструкций).
Таким образом, целью данной работы является 

не только рассмотрение конкретных задач авиа-
строения, но и в конечном итоге популяризация ме-
тода интегрирующих матриц (МИМ) как простого и 
эффективного метода для построения дискретных 

моделей технических или природных систем. Для 
этого сначала рассмотрим саму методику при-
менения метода интегрирующих матриц, а затем 
приведем примеры решения задачи определения 
жесткостей крыла по заданным деформациям, 
уделяя особое внимание поведению метода при 
погрешностях измерений.

Применение метода интегрирующих матриц
Применение метода состоит из двух этапов. 

На первом этапе исходные дифференциальные 
уравнения приводят к удобному для использо-
вания интегрирующих матриц виду. При этом 
интегрируются дифференциальные уравнения 
задачи. Интегрирование идет с учетом граничных 
условий и продолжается столько раз, сколько 
нужно, чтобы в уравнении старшей производной 
стала та, которая определяет напряженное со-
стояние. Обычно при изгибе это вторая, а при 
растяжении и сдвиге – первая производная. В 
результате получаем интегро-дифференциальное 
уравнение. На втором этапе численно решается 
интегро-дифференциальное уравнение. С этой 
целью по длине конструкции намечают расчетные 
сечения. Их количество и расположение зависят 
от особенностей конструкции.
В этих n сечениях записывают полученные 

интегро-дифференциальные уравнения, а затем 
уравнение представляется в матричном виде. В ре-
зультате в явном виде выделяется столбец значений 
основной производной в расчетных сечениях, и 
задача приводится к матричному уравнению от-
носительно этого столбца.
Следует отметить, что матрицы, характеризую-

щие жесткость конструкции, являются диагональ-
ными, что позволяет легко перейти от решения 
прямой задачи к нахождению вектор-столбца 
коэффициентов, т. е. к решению обратной задачи. 
Так как искомые в прямой задаче и известные из 
эксперимента перемещения и деформации в обрат-
ной являются результатом измерений и несут в себе 
погрешности, то их попадание под знак интеграла 
(интегралов) позволяет естественным образом про-
вести сглаживание. Важной особенностью МИМ 
как численного метода является возможность сгу-
щения сетки в местах резкого изменения жесткости 
конструкции, т.е. для любых функций – дифферен-
цируемых и разрывных – матричная формула для 
вычисления площадей участков подынтегральной 
кривой, на которые она разбивается расчетными 
сечениями, остается прежней, и обусловленность 
матрицы не страдает.
Более подробно рассмотрим применение МИМ 

на примерах.
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Пример 1
Известно распределение деформации крыла при 

вынужденных поперечных колебаниях1.
Будем предполагать, что крыло можно рассмо-

треть как консольную балку с заделкой по борту 
фюзеляжа. Центр тяжести сечения крыла будем 
полагать совпадающим с центром жесткости и 
находящимся на оси х. В этом случае известное 
уравнение изгибных колебаний имеет вид

                  
2 2 2

2 2 2
( , ),

y yEJ m T x t
x x

   
  

   


 (1)

где EJ – изгибная жесткость, m – погонная масса.
В процессе испытаний крыло нагружается по 

гармоническому закону, т. е. T(x,t)=q(x) sinwt, где 
w – частота колебаний вибратора и движущегося 
по его закону отсека крыла.
Примем

                                  ( ) sin .y y x wt  (2)

После разделения переменных имеем уравнение

                                2EJy mw y q    (3)

c граничными условиями

                    (0) 0; (0) 0,y y   при х = 0; (4) 

  0; (0) 0,EJy y   при х = l на свободном конце. (5)
Приведем уравнение (3) к виду, удобному для 

применения МИМ. Для этого проинтегрируем (3) 
от х до l дважды с выполнением краевых условий.
В данном случае это предполагает сведение не-

известных ко второй производной, т. е. y(х). Итог 
проинтегрируем опять дважды, но уже от 0 до х и 
также опираясь на граничные условия.
В результате уравнение (3) приобретает вид ин-

тегро-дифференциального уравнения:

                

   

2

0 0

, 1, .

i i

i

i i

x xl l

i i x i
x x

i

EJ y w dx m dx dx y dx

P l x i n

  

   

     (6)

Здесь распределенная нагрузка q отсутствует. 
Колебания возникают под воздействием силы Р 
на конце балки.
Выражение неизвестных через вторые неиз-

вестные заставило записать y также через двойной 
интеграл, т. е.

                                  
0 0

.
x x

iy dx y dx    (7)

1 Предполагаем, что проведена тензометрия с шагом по длине конструкции. Очевидно, 
что количества точек в эксперименте и сечений в численном методе не совпадают, но 
за счет экстраполяции данных измерений полагаем во всех расчетных точках значения 
соответствующих величин известными. 

Система (6) с помощью интегрирующих матриц 
первого и второго типа принимает вид

                                       ,A y M   (8)

где      2 22
2 1[ ] [ ] [ ] ;A EJ w J m J y M  

[EJ] – диагональная матрица значений EJ в рас-
                  четных сечениях;

[J1] – интегрирующая матрица первого рода,
                   численный аналог интеграла

 1
0

;
ix

dx J  

[J2] – интегрирующая матрица второго рода,
                   численный аналог

 2 ;
i

L

x

dx J  

[m] – диагональная матрица погонной массы;
{y}, {M} – столбцы искомых и заданных величин

                          в расчетных сечениях.
Решая (8), запишем для прямой задачи:

                                    1
.y EJ M   (9)

Так как по условиям примера требуется опреде-
лить реальную изгибную жесткость, соответству-
ющую экспериментальным данным, проделаем с 
представленными ранее зависимостями следующие 
операции:
а) умножим матрицу [EJ] на столбец {y} и в силу 

диагональности структуры EJ запишем

      ,EJ y y EJ 

сделав из EJ столбец неизвестных;
б) оставшуюся часть матрицы [A] превращаем в 

столбец после умножения на столбец известных из 
эксперимента кривизн { ýêñy }, т. е.

                        w2[J2]2[m] [J1]2{ ýêñy } = {A*}. (10)

Очевидно, что интегрирование даже полученных 
с достаточно большими погрешностями составляю-
щих вектора {y} не приведет к нарастанию ошибок 
результата, а наоборот, благодаря выравнивающим 
свойствам интеграла будет способствовать есте-
ственному для этой операции сглаживанию.
Итоговая зависимость для нахождения EJ за-

пишется в виде

                                ýêñ { } { },y EJ M    (11)

где {М*}={M}+{А*}. Тогда интересующая нас изгиб-
ная жесткость будет

                               1ýêñ{ } { }.EJ y M   (12)
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Очевидно, что обращение матрицы [y] также 
несет опасность лавинообразного нарастания по-
грешности эксперимента из-за ошибок округления. 
Однако на основании исследования матриц, эле-
менты которых подвержены ошибкам наблюдения 
[22], можно утверждать, что в нашем случае этого не 
произойдет, так как матрица кривизн диагональная 
и при обращении каждый ее элемент будет являться 
результатом деления 1/{ ýêñy }. Эта операция практи-
чески не увеличивает погрешность.
Совокупный результат от применения МИМ в 

данном примере приведен в табл. 1. Предполагаем, 
что измерения произведены с погрешностью 6–8%.
Анализ результатов показывает, что погреш-

ности идентификации в процессе расчетов прак-
тически не растут с увеличением погрешностей 
измерений.
Все вышесказанное без особых сложностей 

переносится на случай кручений крыла.

Пример 2
Известно распределение угловых деформаций 

крыла при вынужденных крутильных колебаниях. 
Требуется определить его жесткость на кручение.
Условие равновесия инерционных сил в неко-

тором сечении и приращения упругого крутящего 
момента в этом же сечении приводит к уравнению

                        
2

2

( , )
( )

( , )
( ) sin .

p
x tGJ x

x x

x tj x pt
t

      

 
  



 (13)

где G – модуль упругости материала на кручение;
Jp – полярный момент инерции сечения балки

               относительно оси вращения;

Таблица 1
Результат восстановления переменной изгибной жесткости
крыла EJ по кривизнам второго тона поперечных колебаний

№
сечения y" EJисх, Н‧м

2 EJиден, Н‧м
2 Погрешность
идентификации, %

1 –8,2∙10–6 4,6  105 5∙10  105 8,6

2 –8,0∙10–6 4,25  105 4,6  105 8,2

3 –4,5∙10–6 4,0  105 4,2  105 5

4 2,3∙10–6 3,7   105 3,8  105 2,7

5 7,0∙10–6 3,4   105 3,2  105 5,8

6 8,5∙10–6 3,1  105 3,25  105 4,8

7 9,2∙10–6 2,8  105 3,1  105 10

8 10∙10–6 2,5  105 2,65  105 6

9 6,0∙10–6 2,2  105 2,3  105 4,5

10 1,0∙10–6 1,9  105 1,9  105 0

j(x) – погонный полярный момент инерции
                   массы относительно продольной оси;
Φ(x,t) – угол поворота какого-либо сечения 

                        крыла в момент t.
После разделения переменных t и x уравнение 

вынужденных гармонических колебаний балки 
имеет вид
                              2

êð .mGJ p J      (14)

Здесь  – производная по x, т. е. φ dφ/dx;
φ – угол закручивания; GJкр – крутильная жесткость 
балки; p – частота, Jm – погонная масса момента 
инерции; μ – погонный крутящий момент.
Граничные условия:

                     
êð êð

(0) 0;

( ) .
x l

dM l GJ M
dx 

 

   
 

 (15)

Для решения задачи методом интегрирующих 
матриц предварительно уравнение (16) приводим 
к первой производной, интегрируя :

l

x

dx

            2
êð êð .

l l

mx l
x x

GJ GJ p J dx dx


          (16)

Здесь (GJкрφ )x = l = Mкр – это сосредоточенный 
момент на конце при x = l. 
Уравнение (16) принимает вид

               2
êð êð.

l l

m
x x

GJ p J dx dx M         (17)

Далее запишем очевидное соотношение

0
0

( ) (0) ( )
x

xdx x x        
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или просто φ (так как φ(0) = 0 из граничных условий 
(15)). Примем, что погонная нагрузка отсутствует, 
т. е. μ = 0.
Теперь (17) примет вид

               2
êð êð

0

.
l x

m
x

GJ p J dx dx M          (18)

Система (18) в матричной форме с использова-
нием интегрирующих матриц примет вид

                                   [ ]{ } { }.A M   (19)
Здесь [A] – квадратная матрица n × n, значения 

которой находятся по формуле
2

2 1[ ] [ ] [ ][ ][ ],mA GJ p J J J 

где [GJ] – диагональная матрица значений жест-
костей GJ в расчетных сечениях; [J1 ] – интегри-
рующая матрица первого рода, численный аналог 
интеграла от 0 до xi; [J2 ] – интегрирующая матрица 
второго рода, численный аналог интеграла от xiдо l.
Решение уравнения (19) дает {φ} для балки с 

переменными по длине параметрами.
Теперь перейдем к рассмотрению обратной 

задачи, т. е. определим GJ по известным из экс-
перимента {φ}. Для этого уравнение (19) запишем 
немного по-другому:

                2
2 1[ ] [ ][ ][ ] { } { }.mGJ p J J J M e    (20)

Здесь

1

1
{ }

1

e

 
 
 
 
 
 


 – столбец единиц.

Затем, как и в примере 1, проведем некоторые 
преобразования для того, чтобы из системы (20) 
выразить искомую величину GJ. Раскрывая скобки 
и перенося в правую часть известные величины, 
получим:

2
2 1[ ]{ } { } [ ][ ][ { }.mGJ M p J J J    

Эта же зависимость в более компактной форме 
при обозначении правой части через {K} примет вид

[ ]{ } { }.GJ K 

Теперь представим известную величину {φ} в 
форме диагональной матрицы, а неизвестную GJ 
– как обычно, в виде столбца:

                                

1

2

1

[ ] { };

{ } [ ] { }.

n

GJ
GJ

K

GJ

GJ K

 
 
   
 
  

 

  (21)

При помощи записи (21) можно идентифициро-
вать GJ по известным экспериментальным данным. 
Так как в решении используется интегральный 
метод, предполагаем, что зависимость решения 
от погрешностей, неизбежных в ходе реального 
эксперимента, меньше, чем при численном диф-
ференцировании.
Учитывая погрешности в измерении углов по-

ворота каждого сегмента около 5%, получаем зна-
чения GJ (табл. 2).

Таблица 2
Результат восстановления крутильной жесткости
крыла GJ на базе вынужденных крутильных

колебаний (первый тон)

№
сечения GJисход, Н‧м

2 GJидент, Н‧м
2

Погрешность
идентификации, 

%

1 272,112 286,43368844 5,26

2 272,112 272,11200103 0,00000000378

3 272,112 259,15428518 –4,76

4 272,112 265,40586844 –2,49

5 272,112 286,44093895 5,26

6 272,112 272,11199183 –0,00000003

Из табл. 2 следует, что предложенный метод 
вполне устойчив к погрешностям – максимальные 
погрешности расчета практически равны погреш-
ностям измерений в эксперименте.

Выводы
Предложен подход к определению жесткости 

крыла по измеренным в эксперименте дефор-
мациям, когда его поведение, в частности при 
поперечных и крутильных колебаниях, можно мо-
делировать прямой балкой. На примерах показано, 
что применение для решения обратной задачи ме-
тода интегрирующих матриц позволяет определять 
жесткость практически с точностью погрешности 
измерений. Данный подход может быть рекомен-
дован в качестве эффективного инструмента на-
хождения изгибных и крутильных жесткостей, когда 
практически не требуется сглаживания результатов 
эксперимента.
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