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Аннотация. Излагается метод расчета совместных изгибно-крутильных колебаний лопасти несущего вин-
та (НВ) вертолета при раскрутке и торможении несущего винта в условиях ветра. Предложенный метод 
позволяет рассчитывать параметры напряженно-деформированного состояния лопасти, количественно 
оценивать предельные скорости ветра при раскрутке и торможении несущего винта, рассчитывать проч-
ность лопасти в наземных случаях нагружения, и в частности при резком торможении НВ и при ударе по 
упорам шарниров НВ. Приведены результаты расчета предельной скорости ветра при раскрутке несущего 
винта вертолета типа Ми-171А3.
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Abstract
In accordance with the requirements of the helicopters airworthiness standards, besides the critical fl ight loads the 
main rotor (MR) design should as well withstand the loads originating in the ground cases, such as blade hitting 
the hinges arrester (limiter) while the rotor spin-up or deceleration, sharp rotor deceleration, as well as “any other 
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critical loading, expected during normal operation”. The blades hitting the hinges arrester while the MR spin-up 
or deceleration are probable at the strong enough wind presence at the helicopter parking lot. Likewise, signifi cant 
blades defl ection occur in this case, which, at certain wind speeds, may lead to the blade hitting the helicopter 
tailbeam or its other structural elements. The similar problem occurs while the rotor rotation absence as well.
As far as the blades parameters are being selected mainly based on ensuring strength,  aeroelastic stability, as well 
as acceptable level of stresses and vibrations in fl ight, the task for special cases consists in determining restrictions 
and/or setting the operation regulations, ensuring acceptable levels of at these restrictions of critical (maximum) 
loads and/or displacements. In the case of rotor spin-up and deceleration under wind conditions, the task consists 
in determining the maximum wind speeds, at which suffi  cient clearance is ensured between the rotor blades and 
the other parts of the structure to prevent the blades from hitting any part of the structure in any expected operating 
conditions.
The author of the article obtained the equations of coupled bending-and-torsional oscillations of the main rotor 
blade rotating at variable speed under non-stationary wind conditions for the case of large displacements. The 
approach to the numerical integration of these equations is proposed as well, which allows to quantifying the 
maximum wind speeds during the spin-up and deceleration of the main rotor, computing the strength of the blade 
in ground loading cases, and in particular, during the MR sudden deceleration and when hitting the stops of the 
MR hinges. The results of the maximum wind speed computing during spin-up of the main rotor of the Mi-171A3 
type helicopter are presented.
Keywords: main rotor blade, wind loading, main rotor spin-up and deceleration, Galerkin method, Newmark 
method, SVD-algorithm, stress-strain state
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Введение
В соответствии с требованиями норм летной 

годности вертолетов [1–3] конструкция несущего 
винта (НВ) должна выдерживать помимо критиче-
ских полетных нагрузок также нагрузки, возникаю-
щие на земле в таких случаях, как удар лопасти по 
упорам (ограничителям) шарниров при раскрутке 
и торможении винта, резкое торможение винта, 
а также «любое другое критическое нагружение, 
ожидаемое при нормальной эксплуатации», на-
пример воздействие ветра на стоянке, буксировка 
вертолета, качка при базировании вертолета на па-
лубе корабля. Удары лопастей по упорам шарниров 
при раскрутке и торможении НВ возможны при 
достаточно сильном ветре на стоянке вертолета. 
Также в таком случае возникают значительные 
прогибы лопастей, которые при определенных 
скоростях ветра могут привести к удару лопасти о 
хвостовую балку вертолета или другие элементы его 
конструкции. Аналогичная проблема имеет место 
и при отсутствии вращения винта [4–6], но она 
устраняется размещением лопастей при стоянке 
вертолета на азимутах, исключающих траекторное 
пересечение лопастей с элементами вертолета, что, 
однако, не решает задачу обеспечения прочности 
самих лопастей в условиях ветрового нагружения.

Поскольку параметры лопастей выбираются 
главным образом исходя из требований обеспече-
ния прочности, аэроупругой устойчивости, а также 
приемлемого уровня напряжений и вибраций в 
полете, для особых случаев эксплуатации задача 
состоит в определении ограничений и (или) уста-
новлении правил эксплуатации, обеспечивающих 
допустимые уровни возможных при этих ограни-
чениях критических (максимальных) нагрузок и 
(или) перемещений.
В случаях раскрутки и торможения винта в усло-

виях ветра задача сводится к определению предель-
ных скоростей ветра, при которых обеспечивается 
достаточный зазор между лопастями НВ и другими 
частями конструкции, предотвращающий удар 
лопастей об элементы планера вертолета в любых 
ожидаемых условиях эксплуатации [1–3].
В данной работе получены уравнения совмест-

ных изгибно-крутильных колебаний лопасти НВ, 
вращающейся с переменной скоростью в условиях 
нестационарного ветра для случая больших пере-
мещений. Также предложен подход, основанный 
на численном интегрировании этих уравнений, 
позволяющий количественно оценивать предель-
ные скорости ветра при раскрутке и торможении 
НВ, рассчитывать прочность лопасти в наземных 
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случаях нагружения, и в частности при резком тор-
можении НВ и при ударе по упорам шарниров НВ.

Постановка задачи
Получим систему дифференциальных урав-

нений, описывающую совместные изгибно-кру-
тильные колебания лопасти, вращающейся с 
переменной скоростью, при ветровом нагружении 
для общего случая больших перемещений. Лопасть 
представим в виде балки переменного сечения. 
Параметры этой балки будем считать непрерывно 
распределенными по длине лопасти. Расчетная 
схема лопасти приведена на рис. 1. Схема обтекания 
сечений лопасти в плоскостях, перпендикулярных 
оси лопасти, приведена на рис. 2.
Рассмотрим равновесие элемента лопасти дли-

ной ∂r, вырезанного двумя бесконечно близкими 
сечениями перпендикулярно к деформированной 
оси. Далее символом «» обозначено дифферен-
цирование по времени t, а символом «» – по про-
дольной координате r. На элемент ∂r действуют 
погонные нагрузки wy, wx, wry и wrx. По концам 
элемента приложены силы и моменты реакции со-
седних участков лопасти. Силы можно разложить 
на составляющие по осям Oy и Or. Силы и моменты, 
действующие на элемент лопасти [6–9], приведены 
на рис. 3.

Рис. 1. Расчетная схема лопасти при раскрутке
             и торможении несущего винта

Рис. 2. Схема обтекания сечений 
              лопасти

а

б
Рис. 3. Силы и моменты, действующие на элемент
              лопасти: а – плоскость наименьшей жесткости;
              б – плоскость наибольшей жесткости

Сумма проекций всех сил на оси Oy и Ox соот-
ветственно: ∂Qy = –wy∂r и ∂Qx = –wx∂r, откуда

                     è
l l

y y x x
r r

Q w dr Q w dr      (1)

сумма проекций всех сил на ось Or: ∂Ny = wry∂r и 
∂Nx = wrx∂r откуда
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где g – ускорение свободного падения; m – погон-
ная масса лопасти; ω – угловая скорость вращения 
несущего винта; x – перемещения элементов лопа-
сти в плоскости наибольшей жесткости; y – переме-
щения элементов лопасти в плоскости наименьшей 
жесткости; r – расстояние от оси вращения до рас-
сматриваемого сечения лопасти; xцт – расстояния 
от центра жесткости до центра тяжести в сечениях 
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лопасти (положительным считается смещение цен-
тра тяжести к задней кромке лопасти).
Погонные аэродинамические силы и момент, 

действующие на лопасть при косой обдувке, опре-
деляются выражениями [7]:
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где φ – угол упругой закрутки рассматриваемого се-
чения лопасти; x0 – расстояние от передней кромки 
до оси жесткости лопасти; ρ – плотность воздуха; 
b – хорда лопасти в рассматриваемом сечении; cy, cx, 
mz – аэродинамические коэффициенты подъемной 
силы, силы сопротивления и крутящего момента; 
Vx, Vy и U – взаимно перпендикулярные составля-
ющие относительной скорости потока, лежащие 
в плоскости, нормальной к оси лопасти (причем 
Vx параллельна плоскости наибольшей жесткости 
лопасти, а Vy перпендикулярна Vx), и суммарная 
относительная скорость потока, обтекающего рас-
сматриваемый профиль в плоскости, нормальной 
к упругой оси лопасти.
Относительная скорость U может быть опреде-

лена через ее составляющие:

2 2 ,x yU V V 
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Здесь V – скорость ветра; αв – угол атаки ветра, 
то есть угол между вектором скорости ветра и пло-
скостью наибольшей жесткости лопасти; ψ – азимут 
лопасти; βск – угол между горизонтальной проек-
цией вектора скорости и продольной плоскостью 
вертолета; β0 – угол наклона упора горизонтального 
шарнира (ГШ); β = y(0) – угол взмаха лопасти;
ξ = x(0) – угол качания лопасти; χл – стреловид-
ность лопасти по передней кромке; rГШ – рас-
стояние от оси вращения несущего винта до оси 
горизонтального шарнира; vинд – индуктивная 
скорость в рассматриваемом сечении лопасти; γ – 
продольный угол заклинения вала несущего винта.
Значения cy, cx, mz определяются по результатам 

круговых продувок профилей при соответствующих 

числах Маха M = U/aзв и углах атаки сечений лопа-
сти αr, определяемых по формуле αr = α + βпр, где

Здесь α – геометрический угол атаки рассматри-
ваемого сечения лопасти; βпр – угол притекания 
потока; θ0 – угол «общего шага»; θ1 и θ2 – углы ци-
клического управления углом установки лопасти, 
создаваемые наклоном тарелки автомата перекоса; 
k – коэффициент компенсатора взмаха; ∆φкр – 
угол геометрической крутки рассматриваемого 
сечения лопасти; Mкр(rупр) – крутящий момент в 
сечении крепления тяги системы управления; rупр 
– продольная координата крепления тяги системы 
управления; Супр – жесткость системы управления.
Записав сумму моментов всех сил относительно 

левого конца элемента лопасти и сохранив только 
члены первого порядка малости, получим для из-
гиба в плоскостях наименьшей, наибольшей жест-
кости и для кручения:
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Продифференцировав уравнения изгиба (4)
по r, получим
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где 
l l l

y n x n
r r r

T Y y dr T X x dr N xmdr       , , 2 ;

öá

l

r

N m rdr  2  – центробежная сила, действу-
                                          ющая в сечениях лопасти.
Связь между изгибающими моментами yM , xM 

и перемещениями y, x оси лопасти, согласно [6], 
определяется выражениями:
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где EIx – жесткость лопасти в плоскости наимень-
шей жесткости; EIy – жесткость лопасти в плоско-
сти наибольшей жесткости.
После подстановки (7) в (6) получим искомые 

дифференциальные уравнения изгиба лопасти:
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Граничные условия для уравнений (8) опреде-
ляются выражениями [6, 10]:

                    (9)

– при условии нахождения лопасти на упоре ГШ/
ВШ; при условии отхода лопасти от упора ГШ/ВШ 
или при убранном упоре; для свободного конца 
лопасти соответственно; в (9) rВШ – расстояние от 
оси вращения несущего винта до оси вертикального 
шарнира (ВШ).
Составим уравнение крутильных колебаний 

лопасти. Согласно [11], связь между углами за-
кручивания лопасти φ и действующими в ее се-
чениях крутящими моментами Мкр определяется 
выражением
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M
d dr
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где GIкр – жесткость лопасти на кручение.
Подставим значение крутящего момента (5) 

в (10), тогда дифференциальное уравнение кру-
тильных колебаний лопасти может быть записано 
в форме

                              êð êð 0.GI m      (11)

Погонный крутящий момент для рассматривае-
мого случая нагружения, с учетом момента от аэро-
динамических сил, определяется выражением [7]
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где Imx и Imy –моменты инерции сечений лопасти 
относительно ее главных осей инерции; Im – момент 
инерции сечений лопасти относительно оси, про-
ходящей через линию центров жесткости сечений.
Подставив (12) в (11), окончательно получим 

уравнение крутильных колебаний лопасти при рас-
крутке и торможении несущего винта в условиях 
ветра:

            
 êð

öò öò öò àýð

m my mxI GI I I

mx r y x mx y M

      
       





2

2 0.
 (13)

Граничные условия для уравнения (13) опреде-
ляются выражениями [10]:
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где φ0 = Mкр(rупр)/Супр – угол поворота лопа-
сти в осевом шарнире вследствие деформаций 
системы управления НВ; rупр – продольная 
координата сечения, в котором крепится тяга 
поворота лопасти.
Таким образом, полная система уравнений со-

вместных изгибно-крутильных колебаний лопасти 
при раскрутке и торможении несущего винта в 
условиях ветра состоит из уравнений (8) и (13),
а также граничных условий (9) и (14).

Метод расчета совместных колебаний
Для расчета совместных изгибно-крутильных 

колебаний, отыскания деформаций и внутренних 
усилий (моментов и напряжений) применим метод 
Б.Г. Галеркина [6, 7]. Решение уравнений (8) и (13) 
представим в виде разложений в ряд по собствен-
ным формам изгибных и крутильных колебаний 
лопасти соответственно:
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q pn
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y y x x
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; ; ,  (15)

где n, q и p – номера высших форм собственных 
изгибных и крутильных колебаний лопасти со-
ответственно, учитываемых в решении; yj, xj, и φj 
– нормированные [6, 7] формы j-х тонов собствен-
ных изгибных и крутильных колебаний лопасти 
соответственно (крутильные собственные формы 
определяются для случая жесткой заделки при
Cупр → ∞); δj, ϑj, и ηj  – некоторые функции времени 
(коэффициенты деформации лопасти), которые в 
настоящем методе приняты за обобщенные коорди-
наты системы. Определение законов изменения δj, 
ϑj, и ηj во времени и составляет содержание расчета.
Подставим выражения (15) в уравнения (8) и 

(13). Далее после некоторых преобразований, с 
учетом сил трения в лопасти, моделируемых вве-
дением линейных затуханий  y j 2 , x j 2  и j 2   
[6, 12], получим систему уравнений:
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Для численного интегрирования уравнений (16) 
будем использовать неявный метод Ньюмарка [13]. 
Перейдем к рассмотрению процесса нагружения на 
одном шаге интегрирования. Пусть в момент времени 
th все кинематические параметры и все компоненты 
уравнений (16) известны, и нужно определить их 
значения в момент времени th+1= th+ ∆th. Поскольку 
величины j h , , j h ,  и j h ,  не известны заранее, реше-
ние необходимо отыскивать, прибегая на каждом 
шаге к итерациям. Итерации также необходимы для 
учета изменения аэродинамических сил и упругих 
деформаций лопасти за шаг интегрирования. Ниже 
приведены рекуррентные соотношения для опре-
деления коэффициентов деформации и их первых 
производных на k-й итерации на h-м шаге:
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Вторые производные коэффициентов дефор-
мации на k-й итерации на h-м шаге определяются 
из решения системы линейных алгебраических 
уравнений (СЛАУ):
                                      .k k kM v f  (19)
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где M11, M22, M33, M13 и M31 – матрицы коэффици-
ентов при соответствующих вторых производных 
коэффициентов деформации;
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– векторы правых частей.

Для решения СЛАУ (19) по причине итераци-
онного характера нахождения коэффициентов 
уравнений и возможности получения плохо об-
условленной матрицы Mk [14, 15] целесообразно 
использовать метод сингулярного разложения 
матрицы – SVD-алгоритм, для построения псевдо-
решения kv на каждой k-й итерации на h-м шаге. 
СЛАУ с плохо обусловленной матрицей относится 
к классу некорректно поставленных задач по Тихо-
нову [16 – 18]. Сингулярным разложением матрицы 
Mk (SVD-разложением) называется представление 
[18, 19]

T
kM S D  ,

где Λ – диагональная матрица сингулярных чисел; 
S и D – матрицы, сформированные из ортонорми-
рованных собственных векторов матриц Mk

T
kM  и 

T
kM  Mk соответственно.
Псевдорешение kv при точной правой части fk   

представимо в виде [18, 19]:

                                     T
k kv D S f   ,  (20)

где матрица Λ+ получается из матрицы Λ путем воз-
ведения в степень «–1» всех ненулевых элементов 
ее главной диагонали и замены на ноль элементов 
достаточно близких к нему (порядка 10–10 … 10–8).
Таким образом, решение начинается с опреде-

ления начального ускорения (в момент времени
t = 0) из СЛАУ (19):

                                       0 0 0M v f .  (21)

Определив j ,0, j ,0  и j ,0 из (21), можно начать 
вычислять итерацию для первого шага, находя при-
ближенные выражения для ,1j , j ,1 и j ,1 с помощью 
формулы Эйлера [13]:
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Тогда первые приближения для δj,1, j ,0, ϑj,1, 
j ,0  и ηj,1, j ,0 находятся по формулам (17) и (18). 
Все последующие итерации на первом шаге по 
времени и далее состоят в повторном исполь-
зовании формул (17), (18) и решении СЛАУ (19) 
в виде (20). При этом на каждой итерации вы-
числяются аэродинамические силы и моменты, 
а также изгибные и крутильные деформации 
лопасти.
В качестве критериев остановки процесса итера-

ций и перехода на следующий временной интервал 
будем использовать выражения
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где ε1, ε2 и ε3 – заданные малые величины.
При движении лопасти, в зависимости от того, 

находится ли лопасть на упоре ГШ/ВШ или ото-
шла от него, в выражениях (15) должны использо-
ваться консольные (при Mx(0) ≠ 0 и y(0) = 0 / при
My(0) ≠ 0 и x(rВШ) = 0) или шарнирные (при Mx(0) = 0
и y(0) ≠ 0 / при My(0) = 0 и x(rВШ) ≠ 0) формы 
собственных колебаний лопасти. Коэффициенты 
деформаций, определяемые из системы диффе-
ренциальных уравнений (16), также должны соот-
ветствовать шарнирным или консольным формам. 
Формулы пересчета для перемещений, скоростей 
и ускорений элементов лопасти получаются из ус-
ловия сопряжения решений, в момент изменения 
консольных форм ê ê

j jy x/  на шарнирные ø ø
j jy x/  и 

наоборот.
Точность определения деформаций зависит от 

числа форм собственных колебаний, учитываемых 
в расчете. Если известны коэффициенты деформа-
ций δj, ϑj, ηj, то нетрудно определить изгибающие и 
крутящие моменты и соответствующие им напря-
жения в лопасти. Они определяются по формулам:
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где My,j, Mx,j, Mкр,j и σy,j, σx,j, τj – формы распределенных 
изгибающих и крутящих моментов и соответствую-
щих им напряжений при нормированных деформа-
циях лопасти по тонам ее собственных колебаний.

Результаты численных расчетов
В соответствии с описанным методом на языке 

программирования Maple составлена программа 
расчета совместных изгибно-крутильных коле-
баний лопасти НВ вертолета при раскрутке или 
торможении НВ в условиях ветра на стоянке.
Для оценки достоверности результатов расчетов 

по предлагаемой модели изгибно-крутильных коле-
баний лопасти была выполнена их валидация [20] 
путем сравнения с экспериментальными данными, 
полученными в условиях умеренного ветра при 
испытаниях вертолета типа Ми-171А3. В среднем 
для вертолетов раскрутка до режима «малый газ» 

занимает порядка 60 с. Поскольку значительные 
перемещения конца лопасти оказываются воз-
можными при малой величине центробежных сил, 
увеличивающих жесткость лопасти, то для оценки 
предельных скоростей ветра обычно достаточно 
рассмотреть первые 20 с процесса раскрутки НВ. 
Зависимости расчетных и полученных в экспери-
менте изгибающих моментов *

, 0,072y rM   и напряже-
ний *

, 0,55y r   за вычетом статических составляющих, 
возникающих при изгибе лопасти под действием 
собственного веса, приведены на рис. 4,а и б.
Из рис. 4,а и б видно, что имеет место хоро-

шее совпадение расчетных и экспериментальных 
значений изгибающих моментов и напряжений в 
контрольных сечениях лопасти, что позволяет ис-
пользовать предлагаемую модель для определения 
предельных скоростей ветра в практических рас-
четах, выполняемых в опытно-конструкторских 
бюро, занимающихся разработкой вертолетов.
Результаты расчетов перемещений конца ло-

пасти при раскрутке НВ в условиях «ступенчато-
го» порыва ветра с максимальными скоростями

а

б
Рис. 4. Зависимости изгибающих моментов
              и напряжений в плоскости наименьшей
             жесткости лопасти при раскрутке НВ в условиях
             умеренного ветра:
             а – относительное сечение r  = 0,072;
             б – относительное сечение r  = 0,55
             (1 – расчет (без ветра); 2 – эксперимент)
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Vmax = 0, 5, 10, 15, 20 м/с, действующего на про-
тяжении всего времени раскрутки винта, при угле 
ветра к горизонту αв = –15, угле общего шага
θ0 = 4, при нейтральном положении кольца автома-
та перекоса, во временной зависимости приведены 
на рис. 5, где обозначения кривых соответствуют 
расчетным случаям: 1 – ψ0 = 0, раскрутка без 
ветра; 2 – ψ0 ≈ –191, ветер с Vmax = 5 м/с в на-
правлении βск = 191; 3 – ψ0 ≈ –140, ветер с Vmax =
=  10 м/с  в  направлении  βск = 140; 4 – ψ0 ≈ –126, ветер
с  Vmax = 15 м/с  в  направлении  βск = 126;
5 – ψ0 ≈ –178, ветер с Vmax = 20 м/с в направлении 
βск = 178. Направления ветра βск и начальные ази-
мутальные положения лопасти ψ0 определены по 
результатам численных экспериментов исходя из 
достижения максимальных перемещений конца 
лопасти на участке ее траектории, соответствующем 
азимутальному положению хвостовой балки верто-
лета. Те же зависимости (обозначения сохранены) 
в боковой проекции, соответствующей виду на 
вертолет сзади, приведены на рис. 6.
Из зависимостей, приведенных на рис. 5, можно 

сделать вывод о том, что до определенной скорости 
порыва ветра наибольшее перемещение конца ло-
пасти достигается при первом обороте несущего 
винта. И далее, после ее превышения, наибольшее 
перемещение конца лопасти достигается уже при 
втором обороте несущего винта.
Зависимость максимального за раскрутку несу-

щего винта перемещения конца лопасти на участке 
ее траектории, соответствующем азимутальному 
положению хвостовой балки вертолета, от скорости 
порыва ветра Vmax, действующего на протяжении 
всего времени раскрутки винта, для рассматривае-
мых «наихудших» расчетных случаев, приведена на 
рис. 7. Предельной является скорость ветра, при ко-
торой перемещение конца лопасти становится рав-

Рис. 5. Зависимости изменения прогибов конца
              лопасти от времени для заданных расчетных
              случаев

ным расстоянию от плоскости вращения несущего 
винта до ближайшего элемента планера вертолета, 
в данном случае до хвостовой балки. Как видно из 
рис. 7, предельная скорость ветра составляет для 
рассматриваемого вертолета значение порядка
18,5 м/с. Данное значение предельной скорости 
ветра после ее уточнения в части обеспечения не-
обходимого запаса по зазору до хвостовой балки 
может быть внесено в качестве ограничения в ру-
ководство по летной эксплуатации вертолета.

Выводы
1. Получена система нелинейных дифферен-

циальных уравнений в частных производных, 
описывающая изгибно-крутильные колебания 
лопасти при раскрутке и торможении НВ в условиях 
нестационарного воздействия ветра.

2. Предложен метод расчета совместных изгиб-
но-крутильных колебаний лопасти НВ вертолета 
при раскрутке и торможении НВ в условиях ветра.

3. Сравнительные расчеты изгибающих момен-
тов и напряжений в контрольных сечениях лопасти 
при раскрутке НВ в условиях отсутствия ветра по-
казали хорошую сходимость с экспериментальными 
данными, полученными в условиях умеренного 
ветра при испытаниях вертолета типа Ми-171А3.

4. Определены предельные скорости ветра при 
раскрутке НВ вертолета типа Ми-171А3.
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        в           г
Рис. 6. Зависимости изменения прогибов конца лопасти от времени в боковой проекции, соответствующей виду
             на вертолет сзади, для заданных расчетных случаев: a – 1 – Vmax = 0 м/с; 2 – Vmax = 5 м/с;
              б – 1 – Vmax = 0 м/с; 3 – Vmax = 10 м/с; в – 1 – Vmax = 0 м/с; 4 – Vmax = 15 м/с;
              г – 1 – Vmax = 0 м/с; 5 – Vmax = 20 м/с

       а          б

Рис. 7. Зависимость максимальных за раскрутку НВ перемещений конца лопасти от скорости порыва ветра Vmax

                     для заданных расчетных случаев: 1 – yr = 1,max; 2 –  расстояние от плоскости вращения НВ 
             до хвостовой балки
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