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Аннотация. Рассматривается нестационарный изгиб моментной упругой 

прямоугольной пластины под действием сосредоточенной силы. Применяется 

простейшая модель, использующая гипотезу Кирхгофа-Лява и пренебрежение 

обжатием поперечного волокна. Начальные условия нулевые. На границе 

предполагается наличие обобщенного шарнирного опирания. 

Решение задачи представляется в виде двойных тригонометрических рядов по 

пространственным координатам. Относительно их коэффициентов построена 
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начальная задача для системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Она 

интегрируется с помощью преобразования Лапласа по времени. Оригиналы 

находятся с помощью вычетов. 

В качестве примера рассмотрена нагрузка в виде нормальной силы, 

изменяющейся по времени по закону Хевисайда, приложенной в центре квадратной 

пластины, выполненной из композита на основе алюминиевой дроби в эпоксидной 

матрице. Проведены результаты численных расчетов. Суммирование рядов 

проводится с заданной точностью по непрерывной норме. 

Ключевые слова: моментная упругая пластина, гипотеза Кирхгофа-Лява, уравнения 

движения, физические соотношения, прогиб, угол поворота, внутренние силовые 

факторы, двойной тригонометрический ряд 
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Abstract: The transient bending of a moment-elastic rectangular plate under a concentrated 

force is considered. A simplified model is applied, using the Kirchhoff-Love hypothesis and 

neglecting transverse shear deformation. The initial conditions are zero, indicating that the 

system is at rest at the moment the force is applied. Generalized hinge support is assumed 

at the boundaries, which sets the necessary boundary conditions. 

To solve this problem, double trigonometric series in spatial coordinates are used. Such 

series allow the solution to be decomposed as a sum of modes with different frequency 

components, each describing an individual contribution to the deformation. The equation 

with respect to the coefficients of these series reduces to a system of ordinary differential 

equations in time. The Laplace transform is applied to integrate this system, allowing a 

transition to the time domain representation. The solution for the function’s original form is 

recovered using the residue calculation in the complex plane, ensuring accurate and stable 

restoration of the temporal dependence. 

As an example of loading, a normal force applied at the center of the square plate is 
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considered. The force’s time variation follows the Heaviside function, modeling an 

instantaneous load application, characteristic of dynamic impact effects. The plate is made 

from a composite based on aluminum shot in an epoxy matrix, which provides high strength 

at relatively low weight and good damping properties. 

For numerical calculations, a summation procedure for the series with a pre-specified 

accuracy in the continuous norm is implemented. This avoids the accumulation of errors 

and ensures result convergence. This method can be useful for modeling various cases of 

dynamic loading on composite plates, which is crucial for the aerospace industry, where 

accurate prediction of structural behavior under transient loads is of critical importance. 

Keywords: moment elastic plate, Kirchhoff-Love hypothesis, equations of motion, physical 

relations, deflection, angle of rotation, internal force factors, double trigonometric series. 
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1. Введение 

В последнее время достаточно много внимания уделяется неклассическим 

моментным средам в виде моделей, учитывающих независимый угол поворота. При 

этом, в основном используется модель Коссера [9, 10, 14]. Применительно к 

пластинам, в основном, рассмотрены задачи статики.  
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Число публикаций, посвященных нестационарным процессам в тонкостенных 

элементах конструкций, в силу сложности их исследования ограничено. Прежде всего 

отметим статью [2], где с использованием функционала Гамильтона построены 

начально-краевые задачи для произвольных моментных упругих оболочек. 

Уравнения движения таких сферических оболочек построены в [15]. При этом 

применяются методы, аналогичные использованным для классических оболочек в [3-

5]. 

В статье [21] подробно рассмотрены вынужденные колебания прямоугольной 

трехслойной вязкоупругой пластины. Основная цель работы — разработка методов 

для определения резонансных частот и анализа вибраций, с применением численных 

методов (Maple). Было показано, что с увеличением модуля упругости возрастает как 

реальная, так и мнимая части собственных частот. 

В работе [22] авторы исследуют распространение сдвиговых акустических волн 

(SH-ПАВ) в биморфной магнито-электроупругой пластине. Приведены 

дисперсионные уравнения и анализируются параметры, влияющие на фазовые 

скорости SH-ПАВ, что может быть полезным для разработки микро- и 

наноразмерных устройств. 

В работе [23] обсуждается моментная асимметричная теория упругости и ее 

применение для анализа изгиба пластин. Проведен численный расчет изгиба 

прямоугольной пластины, что является важным шагом в создании новых теорий 

упругости для современных материалов. 



6 

 

Соавторы статьи [24] рассматривают поведение трехслойной круговой 

пластины под кольцевой нагрузкой в условиях нейтронного облучения. 

Используются функции Бесселя для аналитического решения, что позволяет оценить 

влияние нейтронного облучения на характеристики пластины. 

В статье [25] решена задача о термоупругом изгибе трехслойной пластины с 

осесимметричной нагрузкой. Применение численного анализа позволяет исследовать 

влияние радиуса силовой окружности и температуры на перемещения. 

В работе [26] предлагаются методики расчета ребристых пластин с 

перекрестными ребрами жесткости, оценивая их прочность и устойчивость. 

Методика включает использование Mathcad и Maple, и результаты сопоставляются с 

методом конечных элементов в MSC Patran/Nastran, демонстрируя хорошую 

корреляцию результатов. 

В статье [27] исследуются несимметричные колебания анизотропной пластины 

с дополнительной массой. Используется метод компенсационных нагрузок и 

уравнение Нильсена, что позволяет точно рассчитать частоты собственных 

колебаний для различных условий. 

В работе [28] рассматривается реакция пороупругого ледяного покрова на 

внешнюю нагрузку. Модель использует теорию гидроупругости, и учитывается 

параметр пористости, который приводит к затуханию колебаний на расстоянии от 

внешней нагрузки. 

Статья [29] посвящена исследованию напряженно-деформированного 

состояния при изгибе трехслойной круговой пластины с переменной толщиной. 
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Методология включает использование гипотез ломаной линии и применение гипотез 

Кирхгофа для анализа радиального перемещения и напряжений в пластине. 

В работе [30] авторы представляют испытательный стенд для исследования 

колебаний тонкостенных оболочек. Стенд позволяет высоко точно измерять 

характеристики колебаний и исключить погрешности, что значительно улучшает 

качество измерений и является важным для дальнейших исследований колебаний в 

тонкостенных конструкциях. 

Исследование [31] рассматривает проблему продольно-поперечной 

деформации и прочности ортотропной пластины под действием локальной 

поперечной силы и мембранных сил по контуру. Автором изучена оптимальная 

ориентация волокон, минимизирующая напряжения и прогибы, что полезно при 

проектировании структур с учетом концентрации напряжений в местах приложения 

нагрузки. 

В работе [32] предлагается упрощенный метод решения задачи поперечного 

изгиба микрополярных пластин в рамках теории микрополярной упругости. Этот 

метод позволяет значительно упростить расчет напряженно-деформированного 

состояния пластин, что может быть полезно в инженерных расчетах микрополярных 

конструкций. 

Статья [33] посвящена развитию двумерной модели анизотропной пластины 

второго порядка точности. Это исследование подходит для анализа статики и 

устойчивости многослойных пластин, а также впервые рассматривает модель ВПТ 

для общего вида анизотропии. 
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Работа [34] посвящена уточненной теории расчета напряженно-

деформированного состояния симметричных прямоугольных пластин с 

произвольной геометрией. Авторы предложили методику, учитывающую 

дополнительные напряжения, что позволяет более точно анализировать зоны 

искажения напряжений. 

Авторы работы [35] исследовали задачи устойчивости пластин переменной 

жесткости. Приведены результаты расчета устойчивости для пластин с различной 

геометрией и свойствами, что имеет практическое применение для конструкций с 

переменной толщиной. 

Исследование [36] касается отклика пластин на широкополосное акустическое 

воздействие. Представлен гибридный численно-аналитический метод расчета, 

который демонстрирует высокое согласование с точными решениями и может 

применяться при проектировании авиационных конструкций. 

Соавторы работы [37] исследовали изгиб прямоугольной трехслойной 

ортотропной пластины с жестким заполнителем. Авторы использовали 

вариационный принцип Лагранжа для получения уравнений равновесия, а также 

провели числовой анализ напряженно-деформированного состояния под действием 

локальных нагрузок. 

Работа [38] посвящена осесимметричным колебаниям круговых трехслойных 

пластин на упругом основании. Авторами проведен численный анализ вынужденных 

колебаний, что имеет значение для инженерных расчетов конструкций на упругих 

основаниях. 
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В работе [39] построена математическая модель микрополярных упругих 

тонких пластин, которая учитывает особенности прочностных и жесткостных 

характеристик, используя асимптотические решения краевых задач. В модели учтены 

независимые поля перемещений и вращений, что позволяет учитывать поперечные 

сдвиговые деформации и обеспечивает высокие показатели прочности и жесткости. 

В другой работе [40] предложена общая динамическая теория микрополярных 

упругих тонких пластин. Численный анализ выявил особенности свободных 

колебаний таких пластин, что дает возможность прогнозировать их динамическое 

поведение. 

Исследование [41] касается цилиндрического изгиба трехслойной ортотропной 

пластины с жесткой накладкой. Применяются гипотезы Кирхгофа для описания 

кинематики несущих слоев, а также анализируется влияние накладки на деформации. 

В статье [42] исследуется напряженно-деформированное состояние 

микрополярных пластин, решая задачи изгиба для шарнирно-опертых пластин. В 

рамках численного анализа определены особенности НДС, что полезно при 

проектировании структур из микрополярного материала. 

В работе [43] рассмотрены краевые задачи для тонких пластин в рамках 

несимметричной теории упругости. Автор строит несколько моделей для пластин в 

зависимости от физических параметров, что позволяет учитывать различные типы 

микрополярных пограничных слоев. В работе [44] представлены общие модели 

микрополярных упругих тонких пластин, основанные на асимптотическом анализе 

трехмерной статической теории упругости. Модели учитывают деформации сдвига и 
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вращения, что дает возможность адаптировать их для различных типов 

микрополярных пластин. 

Исследование [45] посвящено расчету массы топлива и защитного экрана для 

межорбитальных переходов спутника, предназначенного для производства 

полупроводниковых пластин методом молекулярно-лучевой эпитаксии. Эта работа 

подчеркивает важность определения зависимостей массы от высоты орбиты для 

оптимизации расхода топлива. 

Работа [46] посвящена исследованию усталостной долговечности 

перфорированных пластин и цилиндрических панелей под действием стационарного 

случайного давления. Авторы применяют гипотезу спектрального суммирования 

повреждений для оценки влияния конструктивных параметров на долговечность 

панелей. В исследовании рассматриваются макромодули и коэффициенты 

концентрации силовых факторов, что может быть полезным для проектирования и 

расчета прочности перфорированных конструкций. 

Постановка и методы решения некоторых нестационарных задач для 

моментных упругих пластин приведены в [1, 12, 13]. Причем в последних двух 

публикациях тезисно представлен излагаемый ниже материал. Здесь используется 

простейшей модель, построенная с использованием гипотезы Кирхгофа-Лява и 

пренебрежения обжатия поперечного волокна. 

 

2. Постановка задачи 
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Полагаем, что срединная плоскость в прямоугольной декартовой системе 

координат 1 2
Ox x  пластины есть прямоугольник 

( ) 2

1 2 1 2
, 0 ,0 =     x x x a x b . 

Уравнения движения моментной упругой пластины толщиной h  и физические 

соотношения имеют следующий вид [12, 13]: 
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В этих формулах и далее использованы следующие безразмерные величины 

(при одинаковом начертании величин они обозначены штрихом, который в (1), (2) и 

последующем изложении опущен): 
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 +   +   +   + 

 +    +   +    − 
 = = = = =  =  =

   +  

2

1 2 2

1

,

2
, , , 1 .

2

L

J

+ 

   
 =  =  =  = = −

 +   +   +  

 

Здесь w  нормальное перемещение; 
i

  - координаты вектора угла вращения за 

счет моментных свойств среды; t  - время;   и J  - плотность и массовая мера инерции 

при вращении материала пластины; ,     − упругие постоянные Ламе; ,  , ,       − 

дополнительные физические параметры среды при наличии моментных эффектов; p  

- нормальное давление; 
Mi

m  - координаты внешнего поверхностного момента; L  - 

некоторый размер; h  - толщина оболочки; 
3 3
,

i i
T T  и 

ij
M  - внутренние силовые и 

моментные характеристики, инициированные тензором напряжений, а ,
ij

R N


 - 

аналогичные величины, соответствующие тензору моментных напряжений. 

На границах пластины принимаем условия обобщенного шарнирного опирания  

1 2 1 2 1 2
11 22 12 210, 0, 0, 0, 0, 0,

0, 0, 0, 0, 0
= = = = = =

= = = = = =
x a x b x a x b x a x b

w w M M R R  (3) 

Начальные условия полагаем нулевыми: 

1 1 2 20 0 0 0 0 0
0

= = = = = =
= =  =  =  =  =w w  (4) 
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3. Решение задачи 

Для решения начально-краевой задачи (1) - (4) представляем искомые функции 

в виде двойных тригонометрических рядов: 

( )

( ) ( )

( ) ( )

1 2

. 1

1 10 1 1 2 10 1 0 1

. 1 1

2 20 2 1 2 20 20 2

. 1 1

sin sin , , ,

sin cos , sin ,

cos sin , sin .



=

 

= =

 

= =

 
=  = =

 =  +    =  

 =  +    =  



 

 

mn m n m n

m n

mn m n m m

m n m

mn m n n n

m n n

m n
w w a x b x a b

a b

a x b x a x

a x b x b x

 
(5) 

 

Система  1 2sin sinm na x b x  образована собственными функциями краевой 

задачи. 

1 20, 0,
, 0

= =
 =  = =

x a x b
w w w w  (6) 

Из (2) и (5) следуют ряды для внутренних силовых факторов: 

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

11 11 1 2 22 22 1 2

, 1 . 1

12 21 12 1 2

, 1

13 31 13 0 2 13 1 2

1 , 1

23 32 23 0 1 230 23

1

sin sin , sin sin ,

cos cos ,

sin cos sin ,

sin sin

mn m n mn m n

m n m n

mn m n

m n

n n mn m n

n m n

m m mn m

m

M M a x b x M M a x b x

M M M a x b x

T T T b x T a x b x

T T T a x T T a x

 

= =



=

 

= =



=

=  = 

= = 

= − =  + 

= − =  + 

 



 

 1 2

, 1

cos ;
n

m n

b x


=



 (7) 
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( ) ( )

( )

0 1 0 2 1 2

1 1 , 1

11 11 0 1 110 2 11 1 2

1 1 , 1

22 220 2 220 1 22 1 2

1 1 , 1

cos cos cos cos ,

cos cos cos cos ,

cos cos cos cos ,

  

   

= = =

  

= = =

  

= = =

 =   +   + 

= + +

= + + 

  

  

  

m m n n mn m n

m n m n

m m n n mn m n

m n m n

n n n m mn m n

n m m n

a x b x a x b x

R R a x R b x R a x b x

R R b x R a x R a x b x

( )0 1 0 2 1 2

1 1 , 1

cos cos cos cos .
  

   

= = =

= + +   m m n n mn m n

m n m n

N N a x N b x N a x b x

 

(8) 

Из (5) – (8) с учетом полноты систем тригонометрических функций [8] 

получаем следующие равенства: 

- при , 1m n   

( ) ( )

( ) ( )

( )

2 2 2 2 2

11 22 12 1

13 2 23 1

1 2 2 1 2

2 2 2 2

11 0 2 1 2 2 22 2 1 0 2 2

12

, , 2 ,

2 , 2 ;

, ,

, ,

mn m n mn mn m n mn mn m n mn

mn m mn mn mn n mn mn

mn m mn n mn mn m mn n mn

mn m mn n mn mn m mn n mn

mn

M a b w M a b w M a b w

T a w T b w

a b N a b

R a b R a b

R a

−

 

− −

= +  =  + = − 

=  +  =  − 

 =  +  =   + 

=    +   =   +   

= −
2 1 21 1 2

, ;
m mn n mn mn n mn m mn

b R b a −   = −  −  

 (9) 

- при 1, 0m n =  

23 0 1 0

2 2

0 1 0 11 0 0 2 1 0 22 0 2 1 0 0 2 0

2 ;

, , , ;

m m

m m m m m m m m m m m

T

a R a R a N
−

  

= − 

 =  =    =   =  
 (10) 

- при 0, 1m n=   

13 0 20

2 2

0 20 110 2 20 220 0 2 20 0 2 0

2 ;

, , , .

n n

n n n n n n n n n n n

T

b R b R b N
−

  

= 

 =  =   =    =  
 (11) 

Далее раскладываем в ряды правые части уравнений (1): 
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( )

( )

( )

1 2

, 1

1 1 0 1 1 1 2

1 , 1

2 20 2 2 1 2

1 , 1

sin sin ,

sin sin cos ,

sin cos sin .



=

 

= =

 

= =

= 

= + 

= + 



 

 

mn m n

m n

M M m m M mn m n

m m n

M M n n M mn m n

n m n

p p a x b x

m m a x m a x b x

m m b x m a x b x

 (12) 

Тогда из (1) получаем такие линейные обыкновенные дифференциальные 

уравнения: 

- при , 1m n   

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 3 3 3

3 3 3

1 2 1 23 3

,

, , , , , , ,

mn mn mn mn

T T

mn mnij mn mn mn mn mn mn M mn M mn
a w p m m



= +

= =   =

X A X B

A X B
  

где 

( ) ( )

( )

( )

2 2 2 2 2

11 12 13

2 2 2 2

21 22 0 2 23 32 02

2 2 2 2

31 33 2 0

4 , 4 , 4 ,

4 , 4 , ,

4 , 4 ;

mn m n m n mn n mn m

mn n mn m n mn mn m n

mn m mn m n

a a b r a b a b a a

a b a a b a a c a b

a a a a b

− −

− −

 = − + + +  = −  = 
 

=  = −  +  +  = = −

= −  = −  +  + 

 (13) 

- при 1, 0m n =  

( )2 2

1 0 022 1 0 1 0 022 0
, 4

−
 =  + = −  + 

m m m M m m m
a m a a ; (14) 

- при 0, 1m n=   

( )2 2

20 0 33 20 20 033 0
, 4

−
 =  + = −  + 

n n n M n m n
a m a b . (15) 

Эта уравнения совместно с вытекающими из (4) нулевыми начальными условиями 

1 1 2 20 0 0 0 0 0
0

mn mn mn mn mn mn
w w

= = = = = =
= =  =  =  =  =   

образуют задачи Коши 

Решение последних двух задач не представляет сложностей. К начальным 
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задачам (9), (12) применяем преобразование преобразования Лапласа по времени [7, 

11] (верхний индекс « L » указывает на изображение; s  - параметр преобразования). 

В результате получаем 

( ) ( ) ( )( ) ( )
1

3 3 32L

mn mn mns s
−

= − −X A E B . 

Очевидно, элементы искомого столбца есть правильные дроби аргумента s  со 

знаменателем – бикубическим многочленом. Их оригиналы находим с помощью 

вычетов [11]: 

( ) ( ) ( )
6

3 3

1

res
k

L s

mn mn
s s

k

e


=
=

 =X X ,                                      

где 
k

s  - нули знаменателя 

4. Пример 

Для примера рассмотрим сосредоточенную в точке ( )10 20,x x , где 

10 20
0 ,0x a x b    , и нагрузку следующего вида 

( ) ( )1 10 2 20 1 2, , 0M Mp x x x x H m m=  − −  = = .                               (16) 

где ( )1 2,x x  и ( )H   - дельта-функция Дирака и функция Хевисайда [6, 7]. 

Ей соответствуют следующие коэффициенты рядов (9) [6]: 

( ) ( )

( )

1 10 2 20 1 2 1 2

0 0

10 20 1 2

4
, sin sin

4
sin sin , 0.

a b

mn m n

m n M mn M mn

p x x x x H a x b x dx dx
ab

H a x b x m m
ab

=  − −  =

=  = =

 
 

При этих условиях начальные задачи, соответствующие уравнениям (14) и (15), 

однородные. Поэтому решения соответствующих начальных задач тривиальные 
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1 0 20
0 ( 1), 0 ( 1)     

m n
m n . 

Будем полагать, что материал - композит из алюминиевой дроби в эпоксидной 

матрице, со следующими физическими характеристиками [9, 10: 

3 3 2

1 2

7,59 ГПа; 1,89 ГПа; 7,45МПа; 2,64 кН;

=0,429 10 кг/м; 2,28 10 м/с; 9,29 10 м/с;J c c
−

 =  =  =  +  =

 =  = 
 

Плотность материала, скорости 
3

c , 
4

c  и необходимые в этой главе безразмерные 

параметры: 

2 3 3

2

3 3

3 4

3

1 2 3 0

6

1 2

2,19 10 кг м ; 2 2,65 кН, 0,440кН; 1,77кН,

2,20 кН; 1,76 кН; 2,48 10 м/с; 2,485 10 м/с;

2,45; 0,919; 1,20; 0,917; 0,66 10 ;

5,1 10 ; 0,668; 0,667; 0,167; 0,670.

c

c c

−

 =  =   +  =  =  =

 =  −  = − =  = 

 =  =  =  =  = 

 =   =  = −  =  =

 

В качестве характерного линейного размера принимаем 1 мL = . Считаем, что 

толщина пластины 0,05 мh = , откуда, получаем 
2 3

0,208 10r
−

=  . В расчетах 

полагаем, что пластина квадратная: 1a b= = , а нагрузка приложена в ее центре: 

10 20
1 2x x= = . При этом коэффициенты 

mn
p  в (16) определяются так: 

( )
( ) ( )

0 при 2 или 2 ,
4

1 1 при 2 1 и 2 1.
k lmn

m k n l
p H

m k n l

= =
=  

− − = + = +

 

Ряды (5), (6) вида ( ) ( )1 2 1 2

. 1

, , , ,
mn

m n

f x x f x x


=

 =   заменяются частичными 

суммами ( ) ( )1 2 1 2

. 1

, , , ,
N

mn

n

N

m

x x f xS x
=

=  . Погрешность приближенного равенства 

N
f S  оценивается следующими величинами: 

- при фиксированных 
1

x  и 
2

x  
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( )

( )
( )

 
( )

1, 1 1 2

1 2 1 2

1
,

2
0

, ,
, , , ,

,
, max ;

,

N N

N N

N
T

f x x
S x x S x x

S x x



 



+ +







 = =  

- при фиксированных 
2

x  и   

( )

( )
( )

 
( )

1

11, 1 1 2

1 2 11 0,1
2

1 12

, ,
, , , ,

,
, ma ;

,
x

N N

N N
x

N

f x x
S x x S x x

S x x 

+ +


  = 


=  

- при фиксированных 
1

x  и   

( )

( )
( )

 
( )

2

21, 1 1 2

1 2 12 0,1
2

1 22

, ,
, , , ,

,
, ma ,

,
x

N N

N N
x

N

f x x
S x x S x x

S x x 

+ +


  = 


=  

где величина T  определяет рассматриваемый диапазон изменения времени. 

На Рис.1 - 24 приведены зависимости прогиба w  и углов поворота 
1 2
,  , а 

также внутренних силовых факторов 
11 22 12 21 13 31

, ,= = = −M M M M T T ,
23 32

T T= −  и

11 22 12 21
, , , ,R R R R N


 от координат 

1 2
,x x  и времени соответственно при различных 

значениях   и 1 2
,x x . Во всех вариантах погрешность   составляла менее 5 % при 

30N = . 

  
Рис.1 Рис.2 
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Рис.3 Рис.4 

  
Рис.5 Рис.6 

  
Рис.7 Рис.8 
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Рис.9 Рис.10 

  
Рис.11 Рис.12 

  
Рис.13 Рис.14 
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Рис.15 Рис.16 

  
Рис.17 Рис.18 

  
Рис.19 Рис.20 
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Рис.21 Рис.22 

  
Рис.23 Рис.24 

 

5. Заключение 

Представлена модель нестационарного изгиба шарнирно опертой моментной 

упругой прямоугольной пластины. В ее основе лежит гипотеза Кирхгофа-Лява и 

пренебрежение обжатием поперечного волокна, что позволяет использовать 

минимально возможное число искомых функций. 

Предложенный метод эффективно решает задачу. Численные расчеты для 

нагрузки в виде нормальной силы, изменяющейся по закону Хевисайда, 
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продемонстрировали точность предложенного метода и его применимость для 

анализа динамического поведения упругих пластин. Использованный подход может 

найти широкое применение в инженерной практике, особенно в тех областях, где 

требуется детальный анализ динамических характеристик конструкций, таких как 

аэрокосмическая и машиностроительная отрасли. 
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