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Аннотация 

Рассматривается задача о математическом моделировании процесса 

аэроупругих колебаний обледенелых проводов линий электропередач при ветровой 

нагрузке. Искомыми величинами являются обобщенные координаты задачи: 

коэффициенты при аппроксимирующих функциях метода Ритца и локальные 

перемещения провода. Принимается жесткая связь сечения льда и сечения провода, 

считается, что сечение провода со льдом остается в одной и той же плоскости при 

движении. Описывающие динамику процесса уравнения составляются с 

использованием принципа Д’Аламбера-Лагранжа. Итоговая система нелинейных 

дифференциальных уравнений, получаемая путем группировки слагаемых при 

вариациях работ и потенциальной энергии, интегрируется численно. Начальные 

условия для интегрирования задачи динамики берутся из решения задачи статики. 
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Введение 

Галопирование (пляска) проводов линий электропередач (ЛЭП) представляет 

собой процесс низкочастотных (до 1 Гц) высокоамплитудных аэроупругих 

колебаний [1-10], возникающих вследствие действия на обледенелый провод 

воздушного потока: аэродинамические характеристики, проявляющиеся у сечения 

профиля провода со льдом, способствуют появлению в системе аэродинамической 

неустойчивости. 

Помимо ярко выраженных колебаний в вертикальной и горизонтальной 

плоскостях, процесс может также сопровождаться крутильными колебаниями. В 

этом случае закручивание провода приводит к повышению подъемной силы и, как 

следствие, повышению действующих амплитуд и нагрузок на конструкцию. 

В результате такие колебания могут привести к повреждениям элементов 

ЛЭП, обрыву её проводов или обрушению опор. Наиболее опасной является 

однополуволновая пляска: в этом случае амплитуды осцилляций и вариации силы 

натяжения провода максимальны [11-13]. 

Фактически явление галопирования проводов ЛЭП схоже с явлением флаттера 

элементов конструкции летательных аппаратов (ЛА). Для построения 

математической модели применяются методы, использующиеся, в том числе, в 

работах по описанию аэродинамической неустойчивости крыльев ЛА [14-17]. Кроме 

того, с различными дополнениями, возможно использование описываемой далее 

модели упругого растяжимого провода применительно к иным тросовым системам 

(топливозаправочные шланги самолетов, космические тросовые системы и др.) 
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Математическая модель 

При моделировании явления пренебрегаем изгибной жесткостью провода, 

поскольку длина полуволны в рассматриваемых условиях составляет, как минимум, 

несколько десятков метров. Фактически в качестве расчетной модели берется 

абсолютно гибкая нить, обладающая упругостью на кручение и растяжение. 

 

 

Рисунок 1. Схематичное изображение провода в пролёте ЛЭП в начальном 

(статическом) положении, поделенного на произвольное количество конечных 

элементов. Здесь L – расстояние между точками подвеса. 

 

Считаем начальным состоянием провода его статическое состояние при 

действии гравитационных сил и отсутствии ветровой нагрузки. Принимаем за 
0L  

начальную технологическую длину провода, тогда его начальное удлинение 
0  

будет равно: 

 
0 0 0 0(1 ) ,L L L t t L L           (1) 

Здесь  , t  – коэффициент линейного температурного расширения и 

разница температур соответственно. 
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Для получения изначальной формы провиса можно воспользоваться методом 

продолжения, вводя параметр p следующим образом: 

 

0 0

0

( ) ( ) ,

( ) , 0 1,k

L p L L L p

t t t p p

  

    
 (2) 

 

0 0 0 0 0

0

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ,

kp L L p L t t p L L L t p

p p

         

  
 (3) 

Рассмотрим произвольный элемент провода с узлами 0-1(рис. 2): 

 

Рисунок 2. Изображение произвольного элемента провода 0-1 при 

последовательности перемещений u-v-w: провод переходит из положения, 

отмеченного штриховой линией в положение, отмеченное непрерывной линией. 

 

Провод располагается в глобальной системе координат OXYZ, элементу 

поставлена локальная система координат Õxyz.  
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Здесь 
0 0 0, ,i i ix y z (i = 0, 1) – координаты узла i элемента в начальном 

статическом положении провода, , ,i i ix y z  – координаты узловых точек элемента 

после последовательности перемещений ui-vi-wi. 

Очевидно, что: 

 

0

0

0

, , ,

, , ,

, , ,

i i i i i i i

i i i i i i i

i i i i i i i

u x x u x u x

v y y v y v y

w z z w z w z

   

   

   
 (4) 

Продольное, вертикальное, горизонтальное перемещения u, v, w и угол 

закручивания φ записываются следующим образом: 

 

0 1

0 1

1

0 1

1

0 1

1

(1 ) ,

(1 ) sin ,

(1 ) sin ,

(1 ) sin ,

N

n

N

n

N

n

x x
u u u

l l

x x n x
v v v q

l l l

x x n x
w w w r

l l l

x x n x
p

l l l






  

  

   

   

   







 (5) 

Здесь 
0 0

1 0 ,l x x   – длина проекции осевой линии провода на локальную ось 

Õx. 

Вертикальное, горизонтальное перемещения и угол закручивания вводятся с 

использованием метода Ритца с коэффициентами qn, rn, pn при аппроксимирующих 
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функциях. Таким образом, ui, vi, wi, φi, qn, rn, pn являются обобщенными 

координатами. 

Рассмотрим сечение профиля провода со льдом (рис. 3): 

 

Рисунок 3. Сечение профиля провода со льдом. Заштрихованная круглая область 

соответствует проводу, овальная – произвольной форме наледи. 

 

Введём ледовую систему координат Ocξηϑ. Полагаем, что она связана с 

сечением жестким образом; ηt, ϑt – координаты центра тяжести сечения в системе 

Ocξηϑ. Соотношения, связывающие координаты центра тяжести в разных системах: 

 

cos sin ;

sin cos ;

t t t

t t t

y

z

   

   

 

   (6) 

Очевидно, что центр жесткости всего сечения располагается в центре сечения 

провода. 
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Полагаем также, что сечение, находившиеся в начальный момент времени в 

одной плоскости, при движении остается в этой же плоскости. 

Пусть N, ε – сила натяжения провода и его продольная деформация. Эти 

величины будем считать постоянными в пределах одного элемента, тогда: 

 

0

2 2

( ),

1
' ( ' ' ),

2

N EF
L

u v w






 

  
 (7) 

Здесь E, F – модуль Юнга материала и площадь поперечного сечения 

соответственно. 

В силу того, что мы пренебрегаем изгибной жесткостью провода, 

потенциальная энергия упругой деформации системы U складывается из 

потенциальной энергии растяжения Up и потенциальной энергии кручения Uk: 

 

   

2
0

0

22 2

1 0

10

2

2 20 2

1 0

1

1
,

2 2

' ,
2 2

( )
; ,

2

1
,

2

l

p

l N
k k

k n n

n

n

N
k

p k n n

n

lEF
U N dx

L

GJ GJ
U dx p

l l

n l
l

L

GJ
U U U EF l l p

l

 

   




   





 
   

 

 
    

 

 

  
         

  







 (8) 

Здесь G, Jk – модуль сдвига и момент инерции кручения соответственно. 
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Рисунок 4. Связь векторов перемещений в различных системах координат (СК). 

Здесь r0 – вектор перемещения локальной СК относительно глобальной, ř – 

перемещение ледовой СК относительно локальной, r – перемещение ледовой СК 

относительно глобальной, rc – вектор перемещения сечения внутри ледовой СК. 

 

Вектор перемещения R, а также его вариация и ускорение записываются 

следующим образом: 

 

0, ,

,

( )

c

c

c c

R r r r r r

R r r

R r r r

  

  

   

  

     
 (9) 

Здесь θ и ω – векторы углового перемещения и угловой скорости 

соответственно. 

Для описания динамики процесса воспользуемся принципом Д’Аламбера-

Лагранжа: 
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 0,i pU A A      (10) 

Вариация работы инерционных нагрузок: 

 i

V

A R RdV     (11) 

С учетом того, что инерцией вращения сечения относительно осей OY и OZ 

мы пренебрегаем, скалярное произведение под знаком интеграла будет равно: 

 

   

 

2 2

1 1 1 1

2 2

1 ,

R R u u v v w w

v w

       

     

        

     
 

 (12) 

Таким образом, подставляя (12) в (11), получим: 

 
 

 

0

2

* 1 * 1

0

2 2

* 1 * 1 * * 1 *

[

]

l

i

F

l

A R RdFdx

m u u v y z v

w z y w y v z w r dx

  

   

    

  

    

        

 


 (13) 

Здесь m – погонная масса, также: 
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 

*

*

2 2

*

1
,

1
,

1
,

F

F

F

y dF
m

z dF
m

r dF
m





  





 







 (14) 

Работа внешних сил складывается из работы гравитационных и 

аэродинамических нагрузок. Вариация работы гравитационных нагрузок: 

 

 

 

0 0

0

,

l l

g t t

l

t t

A mg w z dx mg y dx

mg w z y dx

  

 

    

     

 


 (15) 

Обозначим за Δφ малое возмущение φ0: 

  0 1 0 0

1

sin ,
N

i

i

x i x
p

l l


     



       (16) 

В силу малости Δφ воспользуемся приближениями: 

 

2

sin , cos 1 ,
2


  


       (17) 

Далее, учитывая (6), (16), (17) и применяя тригонометрические формулы 

сложения аргументов, запишем: 
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 

 

 

0

0 0

0

0 0

0 0 (1) (2)

0

2( cos sin )

{ 2[ cos cos sin sin

sin cos cos sin ] }

2( cos sin ) ,

l

g t t

l

t

t

l

t t g g

A mg w dx

mg w

dx

mg w y z dx A A

      

     

     

     

    

      

    

         







 (18) 

 

(1) 0

0

(2) 0 2

0

0

0 0

0

0 0

2( ) ,

,

cos sin ,

sin cos ,

l

g t t

l

g t

t t t

t t t

A mg w y z dx

A mgy dx

y

z

   

  

   

   

      

    

 

 




 (19) 

Отметим, что при использовании линейного приближения в (17), δAg
(2)

 будет 

равняться нулю. 
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Рисунок 5. Сечение профиля при действии аэродинамических нагрузок. Здесь L, D - 

подъемная сила и сила сопротивления соответственно. Заштрихованная область 

соответствует произвольной форме наледи. 

 

Угол атаки α колеблющегося провода при действии воздушного потока со 

скоростью V: 

 0 1 0

0 0 0 0

,

arctan ,
w w w

V v V v

  



 


 

 
 (20) 

Угол закручивания φ отсчитывается от оси Õy с положительным 

направлением против часовой стрелки, угол   - по часовой стрелке. 

Вариация работы аэродинамических нагрузок, аэродинамические силы Y, Z и 

аэродинамический момент M: 
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 

 

 

0

2

2

2
2

,

sin cos ,
2

cos sin ,
2

,
2

l

a

L D

L D

M

A Y v Z w M dx

V
Y d C C

V
Z d C C

V
M d C

   


 


 



  

 

 





 (21) 

Аэродинамические коэффициенты вычисляются следующим образом: 

 

0 0

0 0

0 0

,

,

,

L L L

D D D

M M M

C C C

C C C

C C C













 

 

 
 (22) 

Величины CD0, CL0, CM0 – значения соответствующих коэффициентов на угле 

α0; величины CD0
α
, CL0

α
, CM0

α
 – производные соответствующих коэффициентов по α 

на угле α0. 

Вариация потенциальной энергии упругой деформации системы: 

 

0 0 0 0 1 1

0 0 0 0 1 1

1 1

11 1

N

n n n

n n n n

U U U U U U
U u v w u v

u v v v u v

U U U U U
w q r p

v v q r p

      

    


     
     
     

     
     
     


 (23) 

В данном выражении собраны коэффициенты при вариациях всех 

обобщенных перемещений. Аналогичным образом с группировкой коэффициентов 

записываются вариации работ инерционных и внешних нагрузок (13), (18), (21), и, 
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совместно с (23) подставляются в (10). Выражения, сгруппированные при вариациях 

обобщенных координат в уравнении Д’Аламбера-Лагранжа приравниваются нулю. 

Получающаяся таким образом система нелинейных дифференциальных 

уравнений, описывающая колебательный процесс галопирования для элемента 

провода с узловыми точками 0-1 обобщается на все остальные конечные элементы. 

Итоговая динамическая система сводится к форме Коши и интегрируется численно 

любым методом, обеспечивающим необходимую сходимость. 

Для определения начальных условий задачи интегрирования необходимо 

решить задачу статики – найти изначальную форму провиса троса под действием 

гравитационной нагрузки в отсутствие ветра. Получить систему нелинейных 

уравнений, описывающую статический провис, можно путем исключения из 

уравнений динамики всех инерционных членов. Для решения такой системы можно 

воспользоваться методом продолжения, вводя параметр так, как это описано в (2), 

(3). 

 

Выводы 

Представлена задача о математическом моделировании процесса 

галопирования проводов ЛЭП. В модели провод разбивается на конечные элементы, 

в узлах элементов учитываются продольные, вертикальные, горизонтальные 

перемещения и угол закручивания сечения провода со льдом. Последние три 

величины записываются с использованием метода Ритца. Использование различных 

допущений (пренебрежение изгибной жесткостью провода, инерцией вращения 
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сечения относительно вертикальной и горизонтальной осей глобальной системы 

координат, неизменность плоскости сечения при движении, приближенные значения 

тригонометрических функций малых углов) позволяет упростить построение 

модели. Итоговую систему нелинейных дифференциальных уравнений, получаемую 

путем группировки слагаемых при вариациях обобщенных координат в уравнении 

принципа Д’Аламбера-Лагранжа можно линеаризовать, чтобы впоследствии иметь 

возможность определять критические характеристики неустойчивого движения [18-

20]. 
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Abstract 

The article considers the problem on aeroelastic fluctuations of power transmission 

line ice-covered wires under the wind loading (this phenomenon is also known as wires 

galloping). The sought quantities are the generalized coordinates of the problem: the 

coefficients of the approximating functions of the Ritz method and local displacements. A 

rigid connection between cross section of the ice and cross section of the wire is assumed. 

It is regarded also that while moving the wire cross section remains in the same plane. The 

equations describing the process dynamics are being obtained using the D'Alembert-

Lagrange principle equations. The summarizing system of nonlinear differential equations, 

obtained by grouping the terms at variations of work and latent energy, describes the 

process dynamics. The system should be integrated numerically using appropriate methods 

(Runge–Kutta, linear multistep methods in case of high stiffness of the system, etc.). 

Initial conditions for the dynamics problem integrating may be obtained from the solution 

of the statics problem. The equations for the static problem can be obtained by excluding 

all inertial terms (terms with a time derivative) from the equations of the dynamic 

problem. The problem of statics is also being solved numerically, for example method of 

continuing by the parameter. The phenomenon described in the article is similar to the 

aviation flutter phenomenon, and, correspondingly, the described model with certain add-
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ons can be applied to solve this type of problem. Besides, the model of the elastic tensile 

wire, described in the article, can be employed in other tasks with tether systems (aircraft 

fuel hoses, space tether systems, etc.). 

 

Keywords: conductor galloping, aeroelastic fluctuations, deformable solid mechanics, 

flutter. 
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