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Рассматривается напряженно-деформированное состояние произвольных оболочек 
при действии механических, электрических нагрузок и температур. Для математического 
моделирования совместной задачи термоэлектроупругости оболочек используется уточ-
ненная теория, базирующаяся на уравнениях теории трехмерной упругости. Искомые пе-
ремещения оболочек представляются в виде полиномов по нормальной к срединной по-
верхности координате на две степени выше, чем в классической теории типа Кирхгофа–
Лява. Следствием нагрева и электрического воздействия будет возникновение дополни-
тельных деформаций, обусловленных всесторонним тепловым расширением и полем 
напряженности. Эти деформации накладываются на упругие и учитываются при решении 
задачи расчета напряженно-деформированного состояния оболочек. Система основных 
уравнений равновесия термоэлектроупругости оболочек и соответствующие граничные 
условия получены с помощью минимизации полной энергии оболочки, основанной на 
вариационном принципе Лагранжа. Приведен пример расчета напряженно-деформи-
рованного состояния цилиндрических оболочек. Решение задачи основано на преобразо-
вании Лапласа. 

Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние, термоэлектроупругость, 
электрическое воздействие, оболочка вращения, температурное воздействие, вариацион-
ный принцип Лагранжа, преобразование Лапласа. 

 

Введение 
Исследование напряженно-деформированного 

состояния тонкостенных элементов типа плас-
тин и оболочек произвольных геометрических 
форм рассматривается в работах [1–6]. Напря-
женно-деформированное состояние оболочки 
зависит от различных внешних факторов. Кро-
ме механических нагрузок, оболочки могут 
находиться под действием теплового процесса 
[7, 8]. Для некоторых классов материалов, об-
ладающих свойствами поляризации, пьезоэф-
фекта, на напряженно-деформированное состоя-

ние оболочки существенно влияет воздействие 
электрического поля [9–11]. 

Целью данной работы является повышение 
точности и достоверности методов расчета 
напряженно-деформированного состояния про-
извольных оболочек не только при действии 
механических нагрузок, но и за счет учета 
внешних электрического и температурного воз-
действий. Совместная задача термоэлектро-
упругости об определении напряженно-дефор-
мируемое состояние оболочек построена на  
основе уточненной теории [12, 13] и вариаци-
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онного принципа Лагранжа. Получаемая систе-
ма дифференциальных уравнений в частных 
производных приводится к обыкновенным 
дифференциальным уравнениям разложением 
нагрузок и искомых перемещений в тригоно-
метрические ряды Фурье. 

Представлен пример расчета напряженно-
деформированного состояния цилиндрических 
оболочек, жестко защемленных по краям, при 
различных вариантах нагрузок. Решение крае-
вой задачи основано на преобразовании Лапла-
са и метода матричной прогонки. Результаты, 
полученные в данной работе показали, что 
напряженно-деформированное состояние обо-
лочки зависит в значительной степени не толь-
ко от механических нагрузок, но и от электри-
ческого и температурного воздействий. По 
сравнению с классической теорией типа 
Кирхгофа–Лява уточненная теория дает более 
достоверные результаты расчета напряжений. 
Например, наблюдаются дополнительные попе-
речные нормальные и касательные напряжения 
типа «погранслой» вблизи жестко закреплен-
ных краев, которые необходимые учитывать 
при расчете различных видов непрерывных со-
единений элементов конструкций. 

Постановка задачи  

Рассмотрим произвольную оболочку толщи-
ной 2h, отнесенную к триортогональной криво-
линейной системе координат ξθς (рис. 1). Обо-
лочка находится под действием произвольных 
механических 3iq±  нагрузок на лицевых и тор-
цевых поверхностях, электрических E и темпе-
ратурных T нагрузок. Предположим, что раз-
ность температур и напряженностей по грани-
цам оболочки равна ∆T, ∆Е соответственно.  
С учетом нагрева и электрического воздействия 
полные деформации оболочки определяются 
равенствами: 
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Вектор деформации оболочки 
ξ θ ς ξθ ξς θςε {ε ,ε ,ε ,ε ,ε ,ε }=  имеет вид: 

 
Рис. 1. Криволинейная система координат ξθς оболочки 

 { } [ ]{ } [ ] { }+ε σ [β]{ },TA e E T+= ∆ ∆  (1) 
где ijA A =    – симметричная матрица 6×6 коэф-
фициентов податливости;  

ξ θ ς ξθ ξς θςσ {σ ,σ ,σ ,σ ,σ ,σ }=  – вектор напряжения; 
ξ θ ς{ , , }E E E E∆ =  – вектор напряженности элект-

рического поля; [ ]ije e=  – матрица 3×6 пьезо-
электрических постоянных материала оболоч-
ки; ξ θ ςβ {β ,β ,β ,0,0,0}=  – вектор теплового рас-
ширения материала; ξ θ ς{ , , }T T T T∆ =  – вектор 
температурного воздействия. 

В соответствии с подходом [14, 15], переме-
щения оболочки представляются в следующем 
виде: 
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Формулы деформации–смещения произволь-
ных оболочек с учетом (2) и (1) записываются в 
виде 
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где коэффициенты Ламе определяются равен-
ствами 

3, 1,
1 ς ,  1 / , ( 1,  2),

i i i
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= =
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iR  – радиусы оболочки; ,  i iA r  – соответственно 
коэффициенты первой квадратичной формы и 
главные кривизны срединной поверхности обо-
лочки. 

Физические уравнения трехмерной теории 
упругости для оболочки представляются в виде 
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Дифференциальные уравнения равновесия 
оболочки находим на основе вариационного 
принципа Лагранжа 
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Подставляя (3) и (4) в равенство (5), получим 
систему головных уравнений уточненной тео-
рии произвольных оболочек: 
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Здесь приняты следующие обозначения: 
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Соответствующие краевые условия прини-
мают в виде: 

– на жестко защемленном краю:  
0,   ( 1...3),i i iu v w i= = = =  

– на шарнирно защемленном краю:  

ξσ 0,   ( 1...3),i
i iv w i= = = =  

– на свободном краю:  

ξ ξθ ξςσ σ σ 0,   ( 1...3).i i i i= = = =  



ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ТЕХНИКЕ. 2020. Т. 12. №3   

 

 

THERMAL PROCESSES IN ENGINEERING 113 
 

Приведение краевой задачи  
к системе обыкновенных дифференци-

альных уравнений 

Для приведения (5) к системе обыкновенных 
дифференциальных уравнений используются 
тригонометрические ряды Фурье. При этом 
нагрузки и искомые перемещения оболочки 
представляются в виде 
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Подставляя (7) и (6) в (5), получим систему 
уравнений равновесия произвольных оболочек 
в перемещениях под действием совместных ме-
ханических, электрических и температурных 
нагрузок: 
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В уравнениях (9) Ki  с верхними и нижними 
индексами обозначены коэффициенты, завися-
щие от геометрических параметров, упругих, 
пьезоэлектрических и температурных свойств 
материала оболочки. 

Пример расчета 

В качестве примера расчета рассматривается 
круговая цилиндрическая оболочка, жестко за-
щемленная по торцам, со следующими пара-
метрами: 2 1,   R R R= = ∞  и 2 1,   ςH R H R= = + . 

Используя операционный метод, основан-
ный на преобразовании Лапласа, находим ал-
гебраическую систему уравнений. В результате 
с помощью геометрических и физических соот-
ношений получены перемещения, деформации 
и тангенциальные напряжения оболочки. Попе-
речные напряжения получаются непосред-
ственным интегрированием уравнений равнове-
сия трехмерной теории упругости. 

Граничные условия на жестко защемленных 
краях оболочки принимают следующий вид: 

 
0,( 0...3);
0,( 0...3);
0,( 0...2).

i

i

i

u i
v i
w i

= =

= =

= =

 (10) 

Оболочка радиуса 1.0 мR = , длиной 4L R= , 
относительной полутолщиной / 1 /100h R =  на-
ходится под действием механической 33(ξ,θ)q+ =  

13 23 33sin(2ξ)cos(2θ), 0oQ q q q± ± −= = = = , электри-
ческой E∆  и температурной T∆  нагрузок. 

Результаты расчета напряженно-деформи-
рованного состояния оболочки показаны на 
рис. 2–9. 

На рис. 2 показан график изменения нор-
мальных напряжений по длине оболочки при 
отсутствии электрического и температурного 
воздействий. Зависимость напряжений 

ξ θ ςσ ,σ ,σ  от температуры (при 0E∆ = ) пред-
ставлены на рис. 3–5. 
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Рис. 2. Изменение нормальных напряжений по длине  
оболочки при 0E∆ = , 0T∆ =   

 
Рис. 3. Изменение напряжений ξσ  по длине оболочки при 0E∆ =  

 
Рис. 4. Изменение напряжений θσ  по длине оболочки при 

0E∆ =   

 
Рис. 5. Изменение напряжений ςσ  по длине оболочки при 

0E∆ =   
 

 
Рис. 6. Изменение напряжений ξσ  по длине оболочки при 

0T∆ =   

 
Рис. 7. Изменение напряжений θσ  по длине оболочки при 

0T∆ =   
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Рис. 8. Изменение напряжений ςσ  по длине оболочки при 

0T∆ =   

 
Рис. 9. Нормальные напряжения по длине оболочки при воз-
действии электрических и температурных нагрузок 

На рис. 6–9 представлены графики измене-
ния нормальных напряжений при воздействии 
электрических и совместных термоэлектричес-
ких нагрузок. 

Заключение 

Построена математическая модель и сфор-
мулированная краевая задача термоэлектро-
упругости произвольных оболочек на основе 
уточненной теории и вариационного принципа 
Лагранжа разложением компонентов переме-
щений в полиномы по толщине на две степени 
выше по отношению к классической теории. 

Представлен расчет напряженно-деформи-
рованного состояния цилиндрической оболочки 
под действием механических, электрических и 
температурных нагрузок. Решение краевой за-
дачи основано на преобразовании Лапласа. 
Проведено сравнение результатов напряженно-
деформированного состояния оболочки для не-
скольких вариантов внешних нагрузок. Уста-
новлено, что напряженно-деформированное  
состояние оболочек при отдельном воздействии 
температуры и напряженности изменяется про-
порционально их величинам. При совместном 
воздействии распределение напряженно-
деформированного состояния зависит от кон-
кретных начальных термоэлектрических пара-
метров. 

Результаты, полученные в данной работе, 
также показали, что имеют место поперечные 
нормальные напряжения вблизи жестко защем-
ленных краев, которыми в классической теории 

типа Кирхгофа–Лява пренебрегают. Такие до-
полнительные напряжения необходимо учиты-
вать при расчете видов соединений, при оценке 
прочности и долговечности элементов в раз-
личных конструкциях. 
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The article regards the study of the stress-strain state of thin-walled elements such as plates 
and shells of arbitrary geometric shapes. The shell stress-strain state depends on various exter-
nal factors. Besides mechanical loads, shells can be affected by thermal process. For certain 
classes of materials with the polarization property and piezoelectric effect, the electric field im-
pact substantially affects the stress-strain state of the shell. The presented article considers the 
stress-strain state of arbitrary shells under the action of mechanical and electrical loads, and 
temperatures. A refined theory, based on the equations of the three-dimensional elasticity theo-
ry, is employed for mathematical modelling of the joint problem of thermo-electro-elasticity of 
shells. The sought shells displacements are being represented as polynomials on the normal to 
the median surface coordinate two degrees higher, compared to the classical theory of the 
Kirchhoff-Love type. Heating and electrical impacts will result in extra deformations occur-
rence, stipulated by all-around thermal expansion and field of intensity. These deformations are 
being superimposed on the elastic ones and accounted for while solving the problem of stress-
strain state of shells. The system of basic equations of equilibrium of the shells' thermo-electro-
elasticity and corresponding boundary conditions are obtained by minimizing the total energy of 
the shell, based on Lagrange variation principle. The article presents the example of the stress-
strain state computing of cylindrical shells, rigidly clamped at the edges under various loading 
options. The solution of the boundary value problem is based on the Laplace transform and the 
matrix sweep method. 

Keywords: stress-strain state, thermoelectroelasticity, electric action, shell of rotation, tem-
perature effect, variational Lagrange principle, Laplace transform. 
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