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Аннотация. Рассматриваются подходы к определению возмущенной тангенциальной скорости в произ-

вольной точке в области вихревого следа. Такая задача возникает при определении аэродинамических характе-

ристик самолета, попавшего в вихревой след, методом дискретных вихрей (МДВ), когда требуется определить 

возмущенные скорости в точке на поверхности самолета, в которой выполняется условие «непротекания»

и в узловых точках вихревой пелены.

Рассматриваются три способа интерполяции: линейная интерполяция с вычислением среднего значения 

возмущенной тангенциальной скорости W в точке, близко расположенной к заданной; линейная интерполяция 

для определения дифференциала скорости; нелинейная интерполяция второго порядка. Раскрыты их досто-

инства, недостатки и предложены критерии, определяющие выбор той или иной интерполяции. Для каждого 

вида интерполяции предложены процедуры, представленные в виде алгоритмов, реализованные в алгоритме 

расчета аэродинамических характеристик самолета, попавшего в вихревой след, методом дискретных вихрей.
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Abstract
Vortex wakes studies after various aircraft is of both scientific and practical interest since the other aircraft entering the 

vortex wake is fraught with catastrophic consequences. The vortex wake is being characterized by the perturbed velocities 

field, as well as the shape and position in space. Tangential velocities W are of the most interest, as long as their impact 

on the aircraft, got into the vortex wake, is quintessential.

The article considers approaches to the perturbed tangential speed determining at an arbitrary point in the vortex wake 

area. That task emerges at the aerodynamic characteristics determining of an aircraft, got into the vortex wake area, by the 

discrete vortex method, when the perturbed velocities determining is required at the point of the aircraft surface, where 

the “no-flow” condition is fulfilled and at the node points of the vortex sheet.
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The problem of the perturbed tangential velocity computing at the  , ,A x y z  point is being considered in the 

dimensionless form, i.e. coordinates, velocities and time are dimensionless. The way of the said dimensionless values 

obtaining is similar to the way employed while setting the problem of the aircraft aerodynamic characteristics determining 

by the discrete vortex method. The problem solution is being considered in the “frozen” field of the perturbed velocities 

approximation.

Three types of interpolation are under consideration. They are linear interpolation with mean value calculation of 

tangential speed W at a point close to the given one; linear interpolation for determining the speed differential; non-linear 

second order interpolation. The authors disclose the advantages and disadvantages, and propose criteria determining 

selection of this or that interpolation. Finite-difference solution schemes of their differential representation were obtained 

for each type, and procedures, represented as algorithms and realized in the algorithm for aerodynamic characteristics 

computing of the aircraft entering the vortex wake by the discrete vortex method were proposed.

A comparative assessment of the computation results with the analytical solution was performed to assess the adequacy 

of the interpolations. The problem was being solved in a two-dimensional setting. Expressions for a pair of Renkin potential 

vortices modeling end vortices from the wing was selected as analytical expressions.

The presented work recognized that with the slight gradients of the perturbed tangential velocity W changing, the 

linear interpolation should be used, while with substantial alterations of the velocity gradients and large velocity gradients 

values the second order nonlinear interpolation procedure should be used.

Keywords: aircraft aerodynamic characteristics in the vortex wake, flow velocities perturbed by the vortex wake 

interpolation, discrete vortex method
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Введение
В последнее время все более актуальными ста-

новятся вопросы безопасности полетов, связанные 

с возможностью попадания самолетов в вихревой 

аэродинамический след [1–4]. Это объясняется увели-

чением интенсивности использования аэродромов и 

расширением круга задач, требующих группового ис-

пользования авиации [5–8], что повышает вероятность 

попадания самолетов в вихревой след; увеличением 

интенсивности вихревого следа вследствие существен-

ного роста нагрузки, приходящейся на 1 м размаха 

крыла [9]; увеличением времени существования следа 

вследствие увеличения абсолютного размаха крыла. 

Очевидно, что сегодня исследования вихревых следов 

за различными самолетами представляют научный

и практический интерес, так как попадание других 

самолетов в вихревой след чревато катастрофическими 

последствиями [1, 2].

Вихревой след характеризуется полем возмущенных 

скоростей, формой и положением в пространстве [10]. 

Возмущенные скорости обычно представляют в виде 

следующих компонент: Wx – осевые скорости; WR – 

радиальные скорости; W – тангенциальные скорости. 

Среди этих скоростей наибольший практический 

интерес представляют тангенциальные скорости, так 

как их влияние на самолет, попавший в вихревой след, 

наиболее существенное [3, 4, 11, 12]. Попадание само-

лета в вихревой след сопровождается изменением мест-

ных скоростей обтекания, что приводит к появлению 

дополнительных неуравновешенных сил и моментов 

[3–5, 8, 13, 14], а следовательно, к отклонению само-

лета от исходной траектории полета.

Воздействие вихревого следа на самолет и его по-

следующее возмущенное движение зависят от ряда 

факторов, связанных, как правило, с аэродинами-

ческими характеристиками, летно-техническими 

характеристиками и режимом полета как самолета-

генератора, так и самолета, попавшего в вихревой след, 

дистанцией между ними и состоянием окружающей 

атмосферы [3–9, 15].

Таким образом, знание характера изменения 

аэродинамических характеристик самолета при воз-

действии возмущенных вихревым следом скоростей 

потока, летно-технических характеристик самолета-

генератора и самолета, попавшего в вихревой след, 

позволит уменьшить неблагоприятное воздействие 

вихревого следа. Для определения аэродинамиче-

ских характеристик самолета с учетом возмущенных 

вихревым следом скоростей требуется решить задачу

о его обтекании потоком воздуха. Решить такую задачу 

можно, воспользовавшись методом дискретных вих-

рей [16, 17]. Известно [18, 19], что при использовании 

этого метода для решения задачи обтекания самолета 

в нелинейной нестационарной постановке решается 

краевая задача Неймана для уравнения Лапласа [19].

Рассмотрим обтекание самолета в обращенном 

движении [16, 17] с учетом возмущенных вихревым 

следом скоростей и в предположении, что эти поля 

«замороженные» [3–5, 9, 18]. Пусть самолет находится 

в некоторой расчетной области, которая определена 

положением некоторого заданного количества NPole 

возмущенных полей скоростей. На рис. 1 показано 

размещение гипотетического самолета, где расчетная 

область представлена первым Pole1 и последним Polen 

полем.

Пусть, с учетом обращенного движения, задана 

неподвижная система координат 0xyz, начало кото-

рой связано с центром масс самолета. Тогда вектор 
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Рис. 1. К методике расчета аэродинамических характеристик в вихревом следе

абсолютной скорости aV


 движения потока является 

функцией координат и времени. В каждой точке про-

странства, характеризуемой радиус-вектором ( , , )r x y z


,

в момент времени t вектор абсолютной скорости aV


 

будет определяться вектором скорости невозмущен-

ного потока V


, вектором возмущенной вихревым 

следом тангенциальной скорости W и вектором 

возмущенной при взаимодействии с самолетом 

скорости 
rV


.

Будем считать, что в каждой точке пространства 

вектор скорости невозмущенного потока V


 – вели-

чина постоянная, вектор возмущенной вихревым сле-

дом тангенциальной скорости W является функцией 

только координат и характеризуется радиус-вектором 
( , , )r x y z


 а вектор возмущенной при взаимодействии

с самолетом скорости 
rV


 есть функция, зависящая от 

радиус-вектора ( , , )r x y z


 и времени t.

Для потенциального нестационарного течения 

при отсутствии массовых сил имеет место интеграл 

Коши–Лагранжа [19], который при рассмотрении 

абсолютного движения жидкости в заданной системе 

координат можно записать в виде

                     

2
( , )( , ) ( , )

( ),
2

aV r tr t p r t
F t

t


  

 

  
 (1)

где ( , )r t


 – потенциал абсолютной скорости ( , )aV r t
 

в точке с радиус-вектором r

 в момент времени t,  F(t) 

– произвольная функция времени, ( , )p r t


 – давление

в точке с радиус-вектором r

 в момент времени t,   – 

плотность воздуха.

Из условия затухания возмущений от самолета на 

бесконечном удалении можно предположить [16, 17], 

что /t = 0, 
rV


 = 0, p = p, тогда произвольная функ-

ция времени определятся выражением

                                           .
p

F t 


 (2)

Учитывая выражение (2), интеграл Коши–Лагран-

жа (1) можно записать в виде

                      

2
( , )( , ) ( , )

.
2

aV r tp p r t r t

t
  

 
 

  
 (3)

Таким образом, задача об обтекании самолета за-

ключается в определении: потенциала абсолютной 

скорости в точке с радиус-вектором ( , )r t


 в момент 

времени t, удовлетворяющего уравнению Лапласа; 

поля давлений в пространстве с использованием ин-

теграла Коши–Лагранжа (3).

Математическая постановка метода дискретных 

вихрей [16, 17] требует нахождения абсолютной ско-

рости ( , )aV r t
 

 в контрольных точках вихревых рамок, 

моделирующих поверхность самолета, в которых 

выполняется условие «непротекания», и в узловых 

точках вихревых рамок пелены. При решении такой 

задачи могут возникать трудности в определении воз-

мущенной вихревым следом скорости W в заданной 

точке с радиус-вектором r

. Преодоление этих труд-

ностей сопровождается потерей точности в определе-

нии приращений аэродинамических характеристик, 

обусловленных воздействием вихревого следа. Для 

поиска способов увеличения точности в определении 

приращений аэродинамических характеристик рас-

смотрим подходы к определению возмущенной ско-

рости в произвольной точке в области вихревого следа.

Постановка задачи расчета возмущенной тангенциальной 
скорости в произвольной точке области вихревого следа

Задача расчета возмущенной тангенциальной 

скорости в точке  , ,A x y z  рассматривается в без-

размерном виде, т. е. координаты, скорости и время 

– безразмерные. Способ получения указанных безраз-

мерных величин аналогичен способу, используемому 

в постановке задачи определения аэродинамических 

характеристик самолета методом дискретных вихрей 



Вестник Московского авиационного института.Т. 30. № 2 Aerospace MAI Journal, vol. 30, no. 227

А.В. Головнев, С.М. Данилов, В.А. Нечаев A.V. Golovnev, S.M. Danilov, V.A. Nechaev

[16, 17]. Задачи решаются в приближении «заморожен-

ного» поля возмущенных скоростей [3–5, 9, 18]. Пусть 

значения осевых составляющих (вдоль оси 0x ) возму-

щенных скоростей существенно меньше невозмущенной 

скорости движения воздушной среды, тогда их можно 

принять равными нулю. Если учесть эти допущения, 

поле возмущенных скоростей будет представлять со-

бой поле возмущенных тангенциальных скоростей.

Рассмотрим множество полей возмущенных тан-

генциальных скоростей, равномерно и последователь-

но удаленных друг от друга на величину x  (рис. 2).

Смещение 1i ix x x    в обращенном движении 

связано с безразмерной скоростью движения само-

лета- генератора и безразмерным временем, тогда при 

равенстве безразмерной скорости единице можно за-

писать x   и понимать, что 1i i     .

Пусть задано количество полей Nx = NPole и 1  i  Nx. 

Поля ориентированы по нормалям, совпадающим

с осью  0x . Рассмотрим фрагмент произвольного поля 

возмущенных тангенциальных скоростей из заданного 

множества NPole, например Pole(NY, NZ), представленное 

на рис. 3.

Рис. 2. Множество полей возмущенных

              тангенциальных скоростей

Рис. 3. Поле возмущенных тангенциальных скоростей

              Polei

В каждой узловой точке поля известно направление 

и значение возмущенной тангенциальной скорости.  

Все узловые точки поля равномерно распределены 

W по осям 0y  и  0z , а их количество вдоль осей за-

дано величинами  NY и NZ  соответственно. Тогда если

1  i  NY и 1  k  NZ, то 
1i iy y y    и 

1i iz z z   .

Рассмотрим задачу определения возмущенной 

тангенциальной скорости W в точке  , ,A x y z , рас-

положенной между фрагментами двух полей Polej

и Polej + 1 (рис. 4), что является общим случаем.

Из рис. 4 видно, что координаты точки  , ,A x y z  

удовлетворяют условиям:

               1 1 1
; ; .i A i i A i i A ix x x y y y z z z         (4)

Методы и алгоритмы интерполяции
Для вычисления возмущенной тангенциальной 

скорости W в заданной точке  , ,A x y z  можно вос-

пользоваться подходом, основанным на вычислении 

среднего значения возмущенной тангенциальной 

скорости W в точке, близко расположенной к за-

данной. Такой метод был представлен в работах [3, 4],

и по утверждению авторов он позволяет решать задачу 

с достаточной точностью. Рассмотрим такой подход.

Пусть вблизи точки  , ,A x y z  существует точка  

 , ,A x y z     такая, что ее координаты определяются 

выражениями:

            0,5 ; 0,5 ; 0,5 .i j kx x x y y y z z z          (5)

Предполагая, что разница координат точек  , ,A x y z  

и  , ,A x y z     удовлетворяет условиям

0,5 ; 0,5 ; 0,5 ,x x x y y y z z z       

можно утверждать, что x x  , y y   и z z  . В каждой 

узловой точке рамок известно направление и значение 

возмущенной тангенциальной скорости W, которая

с проекциями yW  и 
zW  на оси 0y  и  0z  связана соот-

ношением:  

                                    
2 2

.y zW W W    (6)

На рис. 5 показана картина распределения воз-

мущенной тангенциальной скорости W с индексами, 

указывающими принадлежность к узловым точкам 

рамок, представленным на рис. 4, и способ поиска ее 

средних значений.

Рис. 4. Положение точки  , ,A x y z  между фрагментами

              полей Polej и Polej + 1 
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Рис. 5. Картина распределения скорости W с индексами, указывающими принадлежность

              к узловым точкам рамок

Недостатком метода интерполяции с вычислением 

среднего значения возмущенной тангенциальной ско-

рости W является требование 0x  , 0y   и 0z   

для полного соответствия координат точек  , ,A x y z

и  , ,A x y z    . Для решения необходимо использовать 

большое число дискретных особенностей в расчетной 

модели самолета и возмущенных полей скоростей, что, 

в свою очередь, требует затраты больших вычислитель-

ных ресурсов и противоречит идеологии использова-

ния метода дискретных вихрей [16–18].

Рассмотрим метод, позволяющий избежать данного 

недостатка, основанный на линейной интерполяции 

при определении дифференциала скорости. Известно 

[19], что дифференциалы проекций возмущенной ско-

рости можно представить уравнениями вида:

            

;

;

.

x x x x
x

y y y y

y

z z z z

z

W W W W
dW dx dy dz dt

x y z t

W W W W
dW dx dy dz dt

x y z t

W W W W
dW dx dy dz dt

x y z t

   
   

   
   

   
   
   

   
   

 (7)

Так как задача рассматривается в безразмерном 

виде и в предположении «замороженных» полей воз-

мущенных скоростей, нормали которых совпадают с 

вектором скорости невозмущенного потока, а значе-

ния осевых составляющих возмущенных скоростей Wx 

существенно меньше скорости движущегося невозму-

щенного потока, уравнения принимают вид:

                    

;

.

y y y

y

z z z

z

W W W
dW dx dy dz

x y z

W W W
dW dx dy dz

x y z

  
  

  

  
  

  

 (8)

Для использования полученных уравнений (8) 

при определении в произвольной точке пространства

 , ,A x y z  компонент скоростей введем допущение

о том, что в пределах приращений dx , dy  и dz  ха-

рактер изменения возмущенных скоростей  W и 
yW  

линейный. Для численной реализации выражения (8),

на основе широко представленных в литературе, на-

пример [18, 20, 21], разностных методов решения диф-

ференциальных уравнении математической физики, 

разработана конечно-разностная схема, реализованная 

в алгоритме процедуры линейной интерполяции.

Для оценки достаточности рассмотренных выше 

интерполяций сравним результаты расчетов с анали-

тическим решением. Задачу предполагается решить

в двумерной постановке (в плоскости 0yz). В качестве 

аналитических выражений выбраны выражения для 

пары потенциальных вихрей Ренкина, моделирующих 

концевые вихри с крыла [5, 18]:

                                 

2
, ;

2

, .
2

v

v

v

R
R R

R
W

R R
R



   
  

 (9)

Здесь  – циркуляция вихря, Rv – радиус вихря, R – 

расстояние от расчетной точки до центра вихря.

На рис. 6 и 7 представлены поля компонент воз-

мущенной тангенциальной скорости W – поля ско-

ростей 
yW  и zW , полученные на основе аналитических 

выражений (6) и (9).

Характер изменения компонент возмущенной 

скорости 
yW  и zW  показывает наличие областей со 

значительным изменением градиентов скорости

и большими градиентами скорости.

Рассмотрим, например, поле компоненты воз-

мущенной скорости zW  и из этого поля выберем эле-

ментарное поле dy , dz  с существенным градиентом 

скорости. Для этого элементарного поля dy , dz  с ис-

пользованием аналитических выражений выполнен 

расчет компоненты возмущенной скорости zW  с ма-

лыми приращениями dy /120 и dz /120. На рис. 8 пред-

ставлено полученное таким образом поле компоненты 

возмущенной скорости zW .
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Рис. 6. Поле компоненты возмущенной скорости yW

Рис. 7. Поле компоненты возмущенной скорости zW

Рис. 8. Поле компоненты возмущенной скорости zW

              для элементарного поля dy , dz , полученное

              с использованием аналитических выражений

Рис. 9. Поле среднего значения компоненты возмущенной

              скорости zW   для элементарного поля dy , dz
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На рис. 9 представлено поле среднего значения 

компоненты возмущенной скорости zW  для элемен-

тарного поля dy , dz . Сравнительный анализ распре-

делений компоненты возмущенной скорости zW  для 

элементарного поля dy , dz , представленных на рис. 8 

и 9, показал, что средняя относительная погрешность 

составляет не более 18%.

На рис. 10 представлено поле компоненты воз-

мущенной скорости zW  для элементарного поля dy , 

dz , полученное с использованием линейной интер-

поляции.

Анализ результатов расчетов (рис. 8 и 10) показал, 

что при сравнении значений возмущенной скорости 

zW  в точках областей со значительным изменением 

градиентов скорости и большими градиентами ско-

рости средняя относительная погрешность составляет 

не более 15%.

Таким образом, в областях со значительным изме-

нением градиентов скорости и большими градиентами 

скорости линейной интерполяции недостаточно.

Для таких областей предлагается использовать не-

линейную интерполяцию второго порядка. Уравнение 

для определения zdW  принимает вид:

                

2 2 22 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

.
2 2 2

z z z

z

z z z

z z z

W W W
dW dx dy dz

x y z

W W Wdx dy dz

x y z

W W Wdxdy dydz dzdx

x y y z z x

  
   

  

  
   
  

  
  
     

 (10)

Для численной реализации уравнения (10) раз-

работана конечно-разностная схема, реализованная 

в алгоритме процедуры нелинейной интерполяции 

второго порядка. На рис. 11 представлено поле компо-

ненты возмущенной скорости zW  для элементарного 

поля dy , dz , полученное с использованием нелинейной 

интерполяции второго порядка.

Анализ результатов расчетов показал, что при 

сравнении значений возмущенной скорости zW

Рис. 10. Поле компоненты возмущенной скорости zW

                для элементарного поля dy , dz , полученное

                с использованием линейной интерполяции

Рис. 11. Поле компоненты возмущенной скорости zW

                для элементарного поля dy , dz , полученное с использо-

                ванием нелинейной интерполяции второго порядка

в точках областей со значительным изменением гра-

диентов скорости и большими градиентами скоро-

сти средняя относительная погрешность составляет

около 5%.

По результатам расчетов возмущенных вихревым 

следом скоростей с использованием трех методов 

интерполяции определены среднеквадратичное откло-

нение (СКО) и средняя относительная погрешность. 

Результаты расчетов сравнивались с аналитическим 

решением по выражению (9) и сведены в таблицу.

Среднеквадратичное отклонение и средняя
относительная погрешность, полученные для трех 

методов интерполяции

Метод
интерполяции

СКО
Средняя

относительная
погрешность

Интерполяция по среднему 

значению
0,02688 0,1822

Линейная интерполяция 0,02163 0,1464

Нелинейная интерполяция 0,00673 0,0532

Таким образом, в областях со значительным из-

менением градиентов скорости и большими градиен-

тами скорости необходимо использовать нелинейную 

интерполяцию второго порядка.

Подходы к использованию процедур интерполяции
На основе полученных выражений разработаны 

процедуры вычисления возмущенной скорости

в точке  , ,A x y z , используемые в алгоритме рас-

чета методом дискретных вихрей аэродинамических 

характеристик самолета, находящегося в области, 

формируемой полями возмущенных вихревым следом 

скоростями.

Для проведения расчетов совокупность значений 

частных производных возмущенной скорости предло-

жено рассматривать как множество 
W

D   с размерностью 

                             2 2
, , , .

W Wy Wz Wy Wz
D D D D D  (11)
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В множестве 2 2
, , ,

Wy Wz Wy Wz
D D D D  – подмножества 

значений частных производных первого и второго 

порядков компонент возмущенной скорости.

Алгоритм процедуры линейной интерполяции для 

определения в точке  , ,A x y z  возмущенной танген-

циальной скорости представлен на рис. 12. Алгоритм 

линейной интерполяции применим, если частные 

производные второго порядка в пределах dx , dy  и dz  

дают приращение менее 0,001. В противном случае 

следует использовать нелинейную интерполяцию 

второго порядка. Алгоритм процедуры нелинейной 

интерполяции отличается дополнительным вычис-

лением в блоках частных производных не только 

первого, но и второго порядка.

Выбор первой процедуры или второй определя-

ется количественной оценкой приращения 
yW  и zW

от частных производных второго порядка. Ре-

зультаты численных экспериментов показали, что 

количественная оценка может быть представлена 

величинами y = 0,001 и z = 0,001 соответствен-

но, полученными для безразмерных возмущенных 

тангенциальных скоростей. Формальная запись 

включения первой процедуры или второй сводится 

к следующему виду:

                                
1, 0,001;

2, 0,001.

P

P

  
     

 (12)

Здесь под  понимается состояние выходного 

сигнала об используемой процедуре расчета в точке

 , ,A x y z   возмущенной тангенциальной скорости; 

Р – индекс процедуры.

Рис. 12. Алгоритм процедуры линейной интерполяции

               для определения в точке  , ,A x y z  возмущенной

               тангенциальной скорости

Результаты расчетов аэродинамических характеристик 
самолета с использованием процедур интерполяции

Для оценки эффективности использования про-

цедур интерполяции проведены расчеты аэродинами-

ческих характеристик самолета в условиях роторной 

турбулентности. Полученные значения аэродинами-

ческих характеристик сравнивались с данными экспе-

римента, проведенного в большой аэродинамической 

трубе DNW (Германия – Нидерланды) [12]. В экспе-

рименте использовалась модель самолета с крылом 

прямоугольной формы в плане и хвостовым оперени-

ем. Возмущенное поле скоростей в аэродинамической 

трубе DNW генерировалось моделью самолета А-300 

(комбинация крыла с фюзеляжем), расположенной на 

расстоянии 17,6 м от модели второго самолета вверх по 

потоку и при скорости потока V = 60 м/с. Описание 

деталей экспериментального оборудования и резуль-

таты испытаний даны в [12].

В качестве модели самолета, попадающего

в вихревой след, использована схематическая модель

(рис. 13), имеющая тонкий фюзеляж цилиндрической 

формы, прямое крыло с размахом 0,6 м и хвостовое 

оперение (горизонтальное и вертикальное). Крыло и 

горизонтальное оперение установлены под нулевым 

углом атаки относительно строительной горизонтали 

фюзеляжа. Основные геометрические параметры мо-

дели указаны на рис. 13.

На рис. 14 показана расчетная вихревая схема, ис-

пользуемая для базовой геометрии. Схематизация мо-

дели выполнена бесконечно тонкими незамкнутыми 

пластинами, описывающими только несущие поверх-

ности. Поверхность модели разбита на 300 панелей.

На рис. 15 представлены поле возмущенных ско-

ростей, полученное в аэродинамической трубе (АДТ), 

Рис. 13. Модель самолета, попадающего в вихревой след

                 в трубном эксперименте
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Рис. 14. Вихревая модель самолета, попадающего

                в вихревой след, для расчета МДВ

Рис. 15. Поле скоростей, полученное в АДТ, и траектория

                вертикальной проводки модели при проведении

                эксперимента

и система координат, определяющая положение ис-

следуемой модели в поле возмущенных скоростей [12].

Расчеты аэродинамических характеристик иссле-

дуемой модели проведены для различных положений 

в вихревом следе, соответствующих имеющимся экс-

периментальным данным и сгруппированных в две 

проводки. На рис. 15 дополнительно показана про-

водка модели вдоль оси Oy при z = –0,3 м.

Сравнение результатов расчетов с эксперименталь-

ными данными при указанной проводке представлено 

на рис. 16 и 17, где «расчет – 1» проведен с использова-

нием интерполяции с вычислением среднего значения 

возмущенной тангенциальной скорости W в точке, 

«расчет – 2» проведен с использованием линейной 

интерполяции, а «расчет – 3» проведен с использова-

нием нелинейной интерполяции.

Из рис. 16 и 17 видно, что качественно и количе-

ственно экспериментальные и расчетные данные в 

целом соответствуют друг другу, при этом набольшее 

совпадение у зависимости mx(y). На всех представлен-

ных зависимостях видно, что с использованием нели-

нейной интерполяции второго порядка погрешности 

а

б

Рис. 16. Результаты сравнения расчетных значений

                коэффициентов аэродинамических сил:

                а – зависимость cya
(y)   при z = –0,3 м;

                б – зависимость cza
(y)  при z = –0,3 м

а

б

Рис. 17. Результаты сравнения расчетных значений

                коэффициентов аэродинамических моментов:

                а – зависимость mx(y) при z = –0,3 м;

                б – зависимость my(y) при z = –0,3 м
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в вычислениях аэродинамических коэффициентов 

минимальны и составляют менее 5%.

Погрешности в вычислениях объясняются не только 

выбором той или иной процедуры интерполяции, но и 

некоторыми другими причинами. Во-первых, в расчете 

не учитывается влияние вязкости, так как расчет вы-

полнен в рамках потенциального приближения, а поток 

не является потенциальным; во-вторых, расчет вы-

полнялся в предположении, что поля «замороженные».

Выводы
Рассмотрены три способа интерполяции: интер-

поляция с вычислением среднего значения возму-

щенной тангенциальной скорости в точке W, близко 

расположенной к заданной; линейная интерполяция, 

основанная на определении дифференциала скорости; 

нелинейная интерполяция второго порядка.

Установлено, что при слабом изменении градиентов 

возмущенной тангенциальной скорости W достаточно 

использовать процедуру линейной интерполяции, а 

при значительных изменениях градиентов скорости 

и больших значениях градиентов скорости следует 

использовать процедуру нелинейной интерполяции 

второго порядка.

Сравнительная оценка результатов расчетов аэро-

динамических характеристик самолета с эксперимен-

тальными данными показала, что при использовании 

нелинейной интерполяции второго порядка погреш-

ности в вычислениях аэродинамических коэффициен-

тов сил и моментов самолета составляют не более 5%.

Список источников
1. Баранов Н.А., Белоцерковский А.С., Каневский М.И., Турчак Л.И. 

Моделирование вихревой безопасности полетов. – М.: Наука, 

2013. – 436 с.

2. Баутин С.П., Обухов А.Г. Математическое моделирование раз-

рушительных атмосферных вихрей. – Новосибирск: Наука, 

2012. – 152 с.

3. Гиневский А.С., Желанников А.И. Вихревые следы самолетов. – 

М.: Физматлит, 2008. – 172 с.

4. Аубакиров Т.О., Желанников А.И., Иванов П.Е., Ништ М.И. 

Спутные следы и их воздействие на летательные аппараты. Мо-

делирование на ЭВМ / Под редакцией С.М. Белоцерковского. 

– Алматы : Галым, 1999. – 280 с.

5. Вышинский В.В., Зоан К.Т. Аэродинамика самолёта в возмущён-

ной атмосфере // Труды МФТИ. 2021. Т. 13. № 2(50). С. 40-48. 

DOI: 10.53815/20726759_2021_13_2_40

6. Тихонов В.Н. Анализ точностных, вероятностных характеристик 

и экспертных оценок летчиками управляемости самолета при до-

заправке в полете // Вестник Московского авиационного инсти-

тута. 2021. Т. 28. № 4. С. 219–231. DOI: 10.34759/vst-2021-4-219-23

7. Чебакова А.А., Ганяк О.И., Ткаченко О.И. Автоматизация канала 

управления скоростью при дозаправке самолета в воздухе // 

Вестник Московского авиационного института. 2021. Т. 28.

№ 1. С. 137–146. DOI: 10.34759/vst-2021-1-137-146

8. Головнев А.В., Воронко Д.С., Данилов С.М. Исследование аэро-

динамической интерференции беспилотных летательных аппа-

ратов при изменении высоты и интервалов в групповом полете 

// Вестник Московского авиационного института. 2023. Т. 30. 

№ 1. С. 36–44. DOI: 10.34759/vst-2023-1-36-44

9. Вышинский В.В., Судаков Г.Г. Вихревой след самолета в турбу-

лентной атмосфере (физические и математические модели) 

// Труды ЦАГИ. Выпуск 2667. М.: Издательский отдел ЦАГИ, 

2005. 154  с.

10. Даниленко Н.В., Киренчев А.Г. Рабочий процесс вихреобра-

зования сред Земли // Вестник Московского авиационного 

института. 2018. Т. 25. № 3. С. 161–170.

11. Белоцерковский С.М., Гиневский А.С. Моделирование турбулент-

ных струй и следов на основе метода дискретных вихрей. – М.: 

Физматлит, 1995. – 368 с.

12. Vyshinsky V.V., Yaroshevsky V.A. Vortex wake safety: aerodynamics 

and flight dynamics aspects of the problem // AIAA Journal. 1998. 

Vol. 36. No. 2522. AIAA-98-2522, pp. 235-243.

13. Артамонова Л.Г., Радциг A.H., Рыжов Ю.А. и др. Исследования 

МАИ в области отрывных и струйных течений вблизи элементов 

ЛА и их полных компоновок // Вестник Московского авиаци-

онного института. 2005. Т. 12. № 2. С. 31–48.

14. Свирщевский С.Б., Артамонова Л.Г., Радциг А.Н., Семенчиков Н.В. 

Управление взаимодействием пространственных отрывно-вихревых 

структур с несущими элементами самолета // Вестник Московского 

авиационного института. 2002. Т. 9. № 1. С. 3–24.

15. Чжо З.Л., Моунг Х.О. Разработка метода оценивания скорости 

ветра в полете с использованием воздушной скорости самолета 

// Вестник Московского авиационного института. 2018. Т. 25. 

№ 2. С. 152–159.

16. Белоцерковский С.М., Ништ М.И. Отрывное и безотрывное 

обтекание тонких крыльев идеальной жидкостью. – М.: Наука, 

1978. – 352 с.

17. Аубакиров Т.О., Белоцерковский С.М., Желанников А.И., Ништ М.И. 

Нелинейная теория крыла и ее приложения. – Алматы: Гылым, 

1997. – 448 с.

18. Вышинский В.В. Краевые задачи вычислительной аэрогидро-

механики. Ч.1. Потенциальные и вихревые течения: Учебное 

пособие. – М.: МФТИ, 2007. – 224 с.

19. Кочин Н.Е., Кибель И.А., Розе Н.В. Теоретическая гидро-

механика. Ч. 1. – Изд. 6-е, испр. и доп. – М.: Физматлит, 

1963. – 584 с.

20. Бахвалов Н.С., Жидков Н.П., Кобельков Г.М. Численные методы. 

– 8-е изд. (эл.). – М.: Бином. Лаборатория знаний, 2015. – 637 с.

21. Заусаев А.Ф. Разностные методы решения обыкновенных 

дифференциальных уравнений: Учебное пособие. – Самара: 

Самарский гос. технический ун-т. 2010. – 99 с.



Вестник Московского авиационного института. Т. 30. № 2 Aerospace MAI Journal, vol. 30, no. 234

А.В. Головнев, С.М. Данилов, В.А. Нечаев A.V. Golovnev, S.M. Danilov, V.A. Nechaev

References
1. Baranov N.A. Belotserkovskii A.S., Kanevskii M.I., Turchak L.I. 

Modelirovanie vikhrevoi bezopasnosti poletov (Modeling of vortex flight 

safety), Moscow, Nauka, 2013, 436 p.

2. Bautin S.P., Obukhov A.G. Matematicheskoe modelirovanie 

razrushitel’nykh atmosfernykh vikhrei (Mathematical modeling of 

destructive atmospheric vortices), Novosibirsk, Nauka, 2012, 152 p

3. Ginevskii A.S., Zhelannikov A.I. Vikhrevye sledy samoletov (Aircraft 

vortex wakes), Fizmatlit, 2008, 172 p.

4. Aubakirov T.O., Zhelannikov A.I., Ivanov P.E., Nisht M.I. Sputnye 

sledy i ikh vozdeistvie na letatel’nye apparaty. Modelirovanie na EVM 

(Concurrent flows and their impact on aircraft. Computer modeling), 

Almaty, Galym, 1999, 280 p.

5. Vyshinskii V.V., Zoan K.T. Trudy MFTI, 2021, vol. 13, no. 2(50),

pp. 40-48. DOI: 10.53815/20726759_2021_13_2_40

6. Tikhonov V.N. Analysis of accuracy characteristics, probabilistic 

characteristics and expert evaluations of aircraft by the pilots while 

in-flight refueling. Aerospace MAI Journal, 2021, vol. 28, no. 4,

pp. 219-231. DOI: 10.34759/vst-2021-4-219-231

7. Chebakova A.A., Ganyak O.I., Tkachenko O.I. Speed control channel 

automation while aircraft aerial refueling. Aerospace MAI Journal, 

2021, vol. 28, no. 1, pp. 137-146. DOI: 10.34759/vst-2021-1-137-146

8. Golovnev A.V., Voronko D.S., Danilov S M. Studying aerodynamic 

interference of the unmanned aerial vehicles at the intervals and height 

variation in team flight. Aerospace MAI Journal, 2023, vol. 30, no. 1, 

pp. 36-44. DOI: 10.34759/vst-2023-1-36-44

9. Vyshinskii V.V., Sudakov G.G. Trudy TsAGI, Vypusk 2667, Moscow, 

Izdatel’skii otdel TsAGI, 2005, 154 p. Danilenko N.V., Kirenchev 

A.G. Work process of the earth environments vortex formation. 

Aerospace MAI Journal, 2018, vol. 25, no. 3, pp. 161-170.

10. Danilenko N.V., Kirenchev A.G. Work process of the earth 

environments vortex formation. Aerospace MAI Journal, 2018, vol. 

25, no. 3, pp. 161-170.

11. Belotserkovskii S.M., Ginevskii A.S. Modelirovanie turbulentnykh strui 

i sledov na osnove metoda diskretnykh vikhrei (Modeling of turbulent

jets and traces based on the method of discrete vortices), Moscow, 

Fizmatlit, 1995, 368 p.

12. Vyshinsky V.V., Yaroshevsky V.A. Vortex wake safety: aerodynamics 

and flight dynamics aspects of the problem. AIAA Journal, 1998, vol. 

36, no. 2522. AIAA-98-2522, pp. 235-243.

13. Artamonova L.G., Radtsig A.N., Ryzhov Y.A. et al. Research 

carried out at the MAI in the field of separated and jet flows around 

aircraft and their parts. Aerospace MAI Journal, 2005, vol. 12,

no. 2, pp. 31-48.

14. Svirshchevsky S.B., Artamonova L.G., Radtsig A.N., Semenchikov 

N.V. Spatial vortex-separation structure and airplane lifting surface 

interaction control. Aerospace MAI Journal, 2002, vol. 9, no. 1, pp. 3-24.

15. Kyaw Z.L., Moung H.O. Development of wind velocity estimation 

method using the airspeed. Aerospace MAI Journal, 2018, vol. 25, 

no. 2, pp. 152-159.

16. Belotserkovskii S.M., Nisht M.I. Otryvnoe i bezotryvnoe obtekanie 

tonkikh kryl’ev ideal’noi zhidkost’yu (Separation and continuous flow 

of thin wings with an ideal liquid), Moscow, Nauka, 1978, 352 p.

17. Aubakirov T.O., Belotserkovskii S.M., Zhelannikov A.I., Nisht M.I. 

Nelineinaya teoriya kryla i ee prilozheniya (Nonlinear wing theory and 

its applications), Almaty, Gylym, 1997, 448 p.

18. Vyshinskii V.V. Kraevye zadachi vychislitel’noi aerogidromekhaniki. 

Ch.1. Potentsial’nye i vikhrevye techeniya (Boundary value problems 

of computational aerohydromechanics. Part1. Potential and vortex 

flows), Moscow, MFTI, 2007, 224 p.

19. Kochin N.E., Kibel’ I.A., Roze N.V. Teoreticheskaya gidromekhanika. 

Ch. 1 (Theoretical hydromechanics. Part 1), 6th ed. Moscow, 

Fizmatlit, 1963, 584 p.

20. Bakhvalov N.S., Zhidkov N.P., Kobel’kov G.M. Chislennye metody 

(Numerical methods), 8th ed. Moscow, Binom. Laboratoriya znanii, 

2015, 637 p.

21. Zausaev A.F. Raznostnye metody resheniya obyknovennykh 

differentsial’nykh uravnenii (Difference methods for solving ordinary 

differential equations), Samara, Samarskii gos. tekhnicheskii 

universitet, 2010, 99 p.

Статья поступила в редакцию 09.04.2023; одобрена после рецензирования 26.05.2023; принята к публикации 

29.05.2023.

The article was submitted on 09.04.2023; approved after reviewing on 26.05.2023; accepted for publication

on 29.05.2023.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


