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Изучена проблема теплового удара твердого тела на основе модели динамической 
термоупругости. Предложена краткая схема вывода уравнения совместности в напряже-
ниях для динамических задач, обобщающее известное соотношение Бельтрами–Мит-
челла для квазистатических случаев. Выделен класс задач, в которых учет геометричес-
ких размеров конструкции, исследуемой на термомеханическую реакцию в условиях ин-
тенсивного нагрева, касается главным образом приповерхностных слоев. Исследована 
термическая реакция массивного тела при нагреве его границы нестационарным тепло-
вым потоком экспоненциального и линейного вида, а также при действии внутреннего 
источника теплоты – практически важные случаи в теории термической прочности. Опи-
сан малоизученный в термомеханике эффект релаксации материала на внезапный нагрев 
и внезапное охлаждение его границы. Установлена зависимость максимума внутренних 
температурных напряжений от параметров, характеризующих упругие и теплофизичес-
кие свойства материалов, а также время нагрева и время охлаждения. 

Ключевые слова: тепловой удар, математическая модель, динамическая термоупру-
гость, эффект релаксации. 

Введение 

Проблема термического удара – одна из цент-
ральных в термомеханике в связи с созданием 
мощных излучателей энергии и их использова-
нием в различных технологических операциях. 
Ее исследования на основе моделей динамиче-
ской и квазистатической термоупругости полу-
чили широкое развитие: изучены физические 
закономерности термонапряженного состояния 
в изотропных и анизотропных упругих телах на 
основе классических феноменологий Фурье  
[1–4] и Максвелла–Каттанео–Лыкова о конеч-
ной скорости распространения теплоты в твер-
дых телах [5–7]; развита обобщенная теория 
сопряжения термомеханических полей с поля-
ми различной физической природы (электричес-
ких, магнитных) [8–9]; сформулированы опре-
деляющие соотношения линеаризованной тео-
рии с учетом тепловой памяти [10]; установлена 

связь макроскопического поведения сплошной 
среды с внутренними параметрами состояния 
среды и скоростью их изменения во времени [11]. 
Интенсификация тепловых взаимодействий на 
элементы конструкций, создание новых техно-
логических процессов, основанных на исполь-
зовании высокоинтенсивных импульсных по-
токов энергии, стимулирует разработку соот-
ветствующих модельных представлений для 
описания термической реакции конструкцион-
ных материалов, применяемых на практике. 
Систематизация результатов, накопленных в 
этой области термомеханики, дана в [1, 12–15]. 

Определяющие соотношения  
динамической термоупругости 

Пусть D  – конечная или частично ограни-
ченная выпуклая область пространства 

( ), ,M x y z , описывающая реальное твердое тело 
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и находящаяся в условиях термонапряженного 
состояния; S  – кусочно-гладкая поверхность, 
ограничивающая область D ; ( )1 2 3, ,n n n n=

  – 
внешняя нормаль к S , вектор, непрерывный на 
S ; ( ),T M t  – распределение температуры в об-
ласти D  при 0t > ; 0T  – начальная температу-
ра, при которой область находится в недефор-
мированном и напряженном состоянии. Пусть 
σ ( , )ij M t , ε ( , )ij M t , ( , )iU M t  – соответственно 
компоненты тензоров напряжения, деформации 
и вектора перемещения, удовлетворяющие ос-
новным уравнениям (несвязанной) термоупру-
гости (в индексных обозначениях): 

 ( ),σ ( , ) , ρ ( , );ij j i iM t F M t U M t+ =   (1) 

 , ,ε ( , ) (1 2) ( , ) ( , ) ;ij i j j iM t U M t U M t = +   (2) 

  ( ) ( )( )0

σ ( , ) 2με ( , )

λε ( , ) 3λ 2μ α , δ ,

, 0,

ij ij

ii T ij

M t M t

M t T M t T

M D t

= +

 + − + − 
> >

 (3) 

где ρ  – плотность; μ G= , ( )λ 2 / 1 2Gv v= −  – 
изотермические коэффициенты Ламе; v  – ко-
эффициент Пуассона, при этом ( )2 1G v E+ = ; 
E  – модуль Юнга; G  – модуль сдвига; αT  –  
коэффициент линейного теплового расширения; 
δij  – символ Кронекера; ( ) ( ),,  ,i je M t U M t= =  
( )ε ,ii M t  – объемная деформация, связанная с 

суммой нормальных напряжений 
( ) ( )( )σ ,  σ , , ,nnM t M t n x y z= =  соотношением 

   ( ) ( ) ( ) 0
1 2,  σ ,  3α , .T

ve M t M t T M t T
E
−

= + −    (4) 

Исключая в (2) компоненты вектора пере-
мещения, приходим к известному уравнению 
совместности деформаций в виде 

( ),γ γ ε , 0pmj qni ij mn M t = , где γijk  – альтернатив-
ный (антисимметричный) тензор 
( ), , , , ,p q m n x y z= . Это уравнение можно рас-
писать подробнее: 
 , , , ,ε ε  ε  ε 0ij mn im jn nj mi mn ji− − + = . (5) 

Выразим из уравнения (3) деформации через 
напряжения 

 
( ) ( )

( ) ( ) 0

1ε ,  σ ,

σ , δ α , δ .

ij ij

nn ij T ij

vM t M t
E

v M t T M t T
E

+
= −

− + −  

 (6) 

Свернем в (5) в тензоры по индексам 
, , , ,: ε ε ε ε 0ij nn in jn nj ni nn jim n= − − + =  и подста-

вим правые части соотношения (6). Произведя 
преобразования с использованием (1), (2) и 
свойств тензорной алгебры, найдем следующее 
основное уравнение динамической термоупру-
гости в напряжениях: 

( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

, ,

,

, ,

0 0

2

2 2

0

1 σ , σ ,

1
, δ

1

1 , , α

1 , σ ,
1

1
2σ , σ , δ

2 1
2 2
 α , δ ,

1
, 0.

ij nn nn ji

n n ij

i j j i T

ijnn ij

ij nn ij

T ij

v M t M t

v v
F M t

v

v F M t F M t E

v T M t T T M t T
v

v vM t M t
G t v

G v
T M t T

v
M D t

+ + +

+
+

−

 + + + + 
+ − + − = − 

ρ + ∂ = − +∂ −
+ 

+ − − 
∈

×

>

+

×

  (7) 

Выражение (7) является обобщением урав-
нений Бельтрами–Митчелла на динамические 
задачи. Этот случай впервые рассмотрел 
В. Новацкий, используя уравнения эластокине-
тики в напряжениях [4], однако конечный ре-
зультат имеет форму, отличную от (7) и менее 
удобную для практических приложений. В этом 
смысле уравнение (7) представляет самостоя-
тельный интерес для термомеханики. 

Наиболее удобное приложение соотношения 
(7) для частных случаев реализуется в декарто-
вой системе координат для тел канонической 
формы (бесконечная пластина; пространство, 
ограниченное изнутри плоской поверхностью, и 
др.). Что касается цилиндрической и сферичес-
кой системы координат, то здесь более удобной 
математической моделью динамической термо-
упругости является «уравнение совместности» в 
перемещениях. Подставляя правые части (3) в 
(1) (в отсутствии объемных сил ( ),iF M t ) и ис-
пользуя далее (2), (4) после ряда длительных 
преобразований приходим к соотношению 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

2

2

0

1, grad div ,
1 2ν

σ , 2 1 ν
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1 2ν
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 ∆ + − −

+
− = ×

−∂

× − ∈ >  

 



 



ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ТЕХНИКЕ. 2019. Т. 11. №5   

 

 

232 THERMAL PROCESSES IN ENGINEERING 
 

особенно удобному для исследования в случае 
радиального потока теплоты в телах цилиндри-
ческой формы и центральной симметрии в те-
лах сферической формы. Впрочем, это соотно-
шение может быть использовано и в декарто-
вых координатах при одномерном движении. 

Термонапряженное состояние области D  
при 0t >  может возникать при различных ре-
жимах теплового воздействия на границу ,S  
создающих термический удар. К ним можно 
отнести наиболее распространенные на прак-
тике случаи [17, 18]: температурный нагрев 
( ) ( ), , , 0cT M t T t M S t= ∈ >  ( )( )0 , 0cT t T t> ≥ ; 

тепловой нагрев ( ) ( ) ( )0, 1 λ ,TT M t n q t∂ ∂ = −  
,M S∈  0t >  ( λT  – теплопроводность материа-

ла; ( )0q t  – величина теплового потока); нагрев 
средой ( ) ( ), , ,cT M t n h T M t T∂ ∂ = − −    ,M S∈  

0t >  ( h  – относительный коэффициент тепло-
обмена; cT  – температура окружающей среды 

0( )cT T> ), а также от действия внутренних ис-
точников теплоты. В равной мере могут быть 
рассмотрены и случаи охлаждения твердого тела.  

В качестве применения соотношения (7) рас-
смотрим случай, имеющий большое значение 
для многих практических приложений. Можно 
выделить класс задач, в которых сочетание 
теплофизических свойств материала, геомет-
рических размеров конструкций и интересую-
щая исследователя термическая реакция тела 
касается приповерхностных слоев. В этих сло-
ях происходит резкое (или достаточно интен-
сивное) изменение температуры и сосредото-
чено основное количество теплоты, поглощен-
ной во времена, близкие к началу нагрева, и 
так как толщина приповерхностного слоя мала 
по сравнению с размерами тела, то в этих слу-
чаях твердое тело можно моделировать полуог-
раниченной областью – упругим полупростран-
ством 0z ≥ , ( )ε ε , ;zz zz z t=  напряжения σ 0ij =  
для i j≠  и ( )σ σ ,ij ij z t=  для i j= , температур-
ная функция ( ),T T z t=  и уравнение (7) при от-
сутствии объемных сил приводится к следую-
щему виду 

 
( )
( )

( )22 2

2 2 2 2
1 ,σ σ1 α ρ , 
1

0 0,

υ

,

zz zz
T

p

v T z t
vz t t

z t

+ ∂∂ ∂
− =

−∂ ∂ ∂

> >

 (8) 

где 

 
( )

( ) ( )2 1
λ 2μ / ρ

ρ 1 2p
G v

v
v

−
= = +

−
 (9) 

– скорость распространения волны расширения 
в упругой среде, близкая к скорости звука. 
Остальные компоненты тензора напряжения, 
отличные от нуля, согласно (3), (4), имеют вид: 

 
( ) ( )

( ) ( ) 0

σ , σ ,

α ,
σ , ,

1 1

xx yy

T
zz

z t z t

E T z t Tv z t
v v

= =

−  = −
− −

 (10) 

при этом 

 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) 0

1 2, σε ,
2 1

1
α , .

1

zz zz

T

vz t z t
G v

v
T z t T

v

−
= +

−

+
+ −  −

 (11) 

Уравнение (8) впервые получила В.И. Дани-
ловская [19] непосредственно из соотношений 
(1)–(3) и независимо от нее Т. Мура [20], кото-
рый, по-видимому, не знал о ранней и более 
общей работе Даниловской.  

Модельные представления  
тепловых воздействий 

Рассмотрим последовательно несколько мо-
делей термической реакции указанной области 
на нагрев, представляющих значительный прак-
тический интерес [17]. 

В первом случае рассматривается нагрев 
границы области 0z >  тепловым потоком экс-
поненциального во времени вида (температур-
ная функция ( )1 ,T z t , 0z ≥ , 0t ≥ ). Последнее 
встречается при генерировании теплоты в ре-
зультате пропускания электрического тока че-
рез плоский нагревательный элемент; при вы-
делении теплоты вследствие трения; в условиях 
высокочастотного индукционного нагрева; в 
ранних фазах нагрева печи или помещения; при 
нагреве поверхности Земли в ясный безветрен-
ный день (знание термонапряженного состоя-
ния внутри Земли существенно для понимания 
многих геофизических явлений, например, для 
понимания магнитного поля Земли, пластичес-
ких свойств вещества Земли, а также для выяс-
нения происхождения и причин вулканизма и 
тектонических движений). 

Во втором случае рассматривается нагрев 
границы тела линейным во времени тепловым 
потоком (температурная функция ( )2 ,T z t , 

0z ≥ , 0t ≥ ), что встречается в ряде практичес-
ких приложений: диэлектрический нагрев по-
верхности, нагрев при помощи вихревых пото-
ков и др. 
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В третьем случае изучается действие внут-
реннего точечного источника теплоты (темпе-
ратурная функция ( )3 ,T z t , 0z ≥ , 0t ≥ ), что 
также представляет практический интерес: 
нагрев бесконечно тонкой проволоки, по кото-
рой пропускается электрический ток; автоген-
ная сварка; обработка металлов резанием. Здесь 
предполагается, что конечный источник тепло-
ты действует на расстоянии d  от границы об-
ласти 0z ≥  и его мощность изменяется в 
начальный момент времени на некоторую вели-
чину 0Q , оставаясь в дальнейшем постоянной. 

В заключение рассматривается малоизучен-
ный эффект релаксации материала на нагрев и 
охлаждение и его влияние на тепловой удар. По 
этому вопросу имеются лишь единичные пуб-
ликации в качестве постановки проблемы в 
первом приближении [1, 2]. 

Соответствующие модели динамической 
термоупругости для свободной от напряжений 
границы области имеют вид: 

 
( )
( )

22 2

2 2 2 2
1 νσ σ1 α ρ ,
1 νυ

0, 0

izz zz
Т

p

T
z t t

z t

+ ∂∂ ∂
− =

−∂ ∂ ∂

> >

, (12) 

 ( ) ( )
0

0

σ ,
σ , 0, 0, 0,zz

zz t
t

z t
z t z

t=
=

∂
= = ≥

∂
 (13) 

 ( ) ( )0
σ , σ , 0, 0,zz zzz z

z t z t t
= =∞
= = ≥  (14) 

где 1,2,3;i =  температурная функция ( ),iT z t , 
входящая в (12), удовлетворяет условиям 

 ( ) ( )
2

0
2 γ δ η ,

ρ
0, 0,

i i
i

T T Qa z d t
t cz

z t

+
∂ ∂

= + −
∂ ∂

> >

 (15) 

 ( ) 00
, , 0,i t

T z t T z
=
= ≥  (16) 

   
( ) ( ) ( )1

0
0

,
λ exp η , 0,T

z

T z t
q kt t t

z +
=

∂
= − − ≥

∂
 (17) 

    
( ) ( ) ( )2

0
0

,
λ 1 η , 0,T

z

T z t
q kt t t

z +
=

∂
= − − ≥

∂
 (18) 

 
( )3

0

,
0, 0,

z

T z t
t

z
=

∂
= ≥

∂
 (19) 

 ( ), , 0, 0.iT z t z t< ∞ ≥ ≥  (20) 

Здесь 1 2γ γ 0,= =  3γ 1,=  ( )η t+  – обобщенная 
функция Хевисайда [5]: 

 ( )
1, 0,

η
0, 0;

t
t

t+
>

=  ≤
 

( )δ z  – дельта-функция Дирака. 
Приведенные соотношения (12)–(20) целесо-

образно записать в безразмерных переменных 
( )ξ, τ : 
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d

a
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В новых переменных задача (12)–(20) будет 
иметь вид: 
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W W q d +
∂ ∂

= + − > >
∂ ∂

 (24) 

 ( ) ( )τ 0
ξ, τ 0, ξ 0 1,2,3 ,iW i

=
= ≥ =  (25) 

 
( ) ( )1

0
ξ 0

ξ, τ
exp τ , τ 0,

ξ
W

k
d

=

∂
= − − >  (26) 

 
( ) ( )2

0
ξ 0

ξ, τ
1 τ , τ 0,

ξ
W

k
=

∂
= − − >

∂
 (27) 

 
( )3

ξ 0

ξ, τ
0, τ 0,

ξ
W

=

∂
= >

∂
 (28) 

 ( )ξ, τ , ξ 0, τ 0.iW < ∞ ≥ ≥  (29) 
В пространстве изображений по Лапласу: 
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 ( ) ( ) ( )ξξ ξξ
0

σ ξ, σ ξ, τ exp τ τp p d
∞

= −∫ , 

 ( ) ( ) ( )
0

ξ, ξ, τ exp τ τi iW p W p d
∞

= −∫ . 

Операционное решение динамической зада-
чи (21)–(29) имеет вид: 

( ) ( ) ( ) ( )ξξσ ξ, exp ξ exp ξ ,ip f p p p = − − − −   (30) 

где 

 
( ) ( )( )

( )
( )

1
0

0
2

;
1

1 1 ;
1

p
f p

p p k

kf p
pp p

=
− +

 
= − −  

 (31) 

при 3i =  ( )3γ 1=  

 

( )
( ) ( )

( ){
( ) }

ξξ
0

0

0 0

σ ξ, 1 exp ξ
2 1

exp ξ 2exp ξ .

p
d p

q p p

d p d p p

 = − − + + −

  + − − − − +   

(32) 

Переходя к оригиналам, находим: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
ξξ ξξ

2
ξξ

0, τ ξ ,
υ

σ ξ, τ σ ξ, τ

σ ξ, τ , τ ξ .
υ

p

p

zt

zt

  
< <     = + 

 
> >     

(33) 

Здесь функции ( )1
ξξσ  и ( )2

ξξσ  имеют следующие 
значения: 

– в случае экспоненциального нагрева (26) 
( )1i =  

 
( ) ( )

( )
( ) ( ){ }

τ 2
1

ξξ
0 0

0 0

1 1 ξσ ξ,τ exp
4τπ 1 τ

exp τ τ exp τ τ τ ,

k

k k d

 
= − − ×  ′′+  

′ ′ ′× − + − −  

∫  (34) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
ξξ

0

0

0

1σ ξ, τ exp τ ξ τ ξ
1

2 τ ξ ,
1 π

k

k
F

k

= − Φ − +
+

+ −
+

 (35) 

где ( ) ( ) ( )2

0

2 π exp
z

z y dyΦ = −∫  – функция 

Лапласа, ( ) ( ) ( )2 2

0

exp exp
z

F z z y dy= − ∫  – вещест-

венная функция, ограниченная при любых ве-

щественных z, при этом ( ) ( )
( )

2 1

0

1 2
;

2 1 !!

n n n

n

z
F z

n

+∞

=

−
=

+∑  

– в случае линейного нагрева (27) ( )2i =  

 

( ) ( )

( ) ( )

1
ξξ

τ 2
0

0

τ 2
0

0

σ ξ, τ

1 1 ξexp τ τ τ
4τπ τ

1 ξexp τ ,
4τπ τ

k
d

k d

=

  − ′ ′= − − + − +  ′′  
  ′+ −   ′′   

∫

∫

(36) 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
0ξξ

0

σ ξ, τ 1

2 τ ξ
exp τ ξ τ ξ ;

π

k

k

= − ×

−
× − Φ − +

 (37) 

в частном случае при 0 0k = , т.е. в условиях 
нагрева постоянным тепловым потоком, из (30), 
(31) находим: 

 ( ) ( ) ( )1 *
ξξ

1 ξσ ξ, τ exp τ ξ τ
2 2 τ
  = − − Φ − −  

 
 

 ( ) * ξexp τ + ξ + τ ,
2 τ

 − Φ  
 

  

 ( ) ( ) ( ) ( )2
ξξσ ξ, τ = exp τ ξ τ ξ ,− Φ −   

где ( ) ( )* 1 ;z zΦ = −Φ  
– в случае действия внутреннего источника 

теплоты ( )33,γ 1i = =  

 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

ξξ 1
ξξ

0

2
ξξ

σ ξ, τ
σ ξ, τ

2

0,τ ξ ,
υ

σ ξ, τ , τ > ξ ,
υ

p

p

q

zt

zt

= +

  
< <     +

 
>     

 (38) 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

τ
1
ξξ

0

2
0

2τ
0

0

1 1σ ξ,τ
π τ

ξ
exp τ τ τ

4τ

ξ1 1 exp τ τ τ ,
4τπ τ

d
d

d
d

= − ×
′

 +
′ ′ × − + − +

′  
 − ′ ′ + − + − ′′     

∫

∫

 (39) 
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( ) ( )

( )

2
ξξ

τ ξ 2
0

0

2σ ξ, τ
π

1 exp τ ξ τ τ .
4ττ
d d

−

= ×

 
′ ′× − + − − ′′   

∫
 (40) 

Вычисление остальных компонент тензора 
напряжения проводится по формуле (10), предва-
рительно записанной в системе координат ( )ξ, τ . 

Физический анализ решения 

Если в выражении (12) отбросить инерцион-
ное слагаемое, т.е. положить ρ = 0  и учесть при 
этом граничные условия (14), то напряжение 

( )ξξσ ,z t  вообще будет равно нулю и из (10) 
находим квазистатическое решение задачи 
(12)–(20) (в исходной системе координат) 
 ( )σ , 0;zz z t =  

 ( ) ( ) ( ) 0α ,
σ , σ ,

1 ν
T

xx yy
E T z t T

z t z t
−  = = −

−
. 

Весьма поучительно сравнить оба получен-
ных решения. Прежде всего, на поверхности 

0z =  ( )ξ 0=  оба решения дают одинаковый ре-
зультат, заключающийся в том, что на этой по-
верхности по всем направлениям действуют 
равные между собой сжимающиеся напряжения 

 
( ) 0α 0,

σ ,
1 ν

T iE T t T−  = −
−

 (41) 

а в системе координат ( )ξ, τ  

 

( ) ( ) ( )

( )

( )

0
0

3 2
0

2
* 0 0

0 0

σ 0,τ
1 2ν 1 ν

2 1τ , 1;
π πτ

4 τ 2 τ π, 2;
3 π

2 τ2 exp , 3.
4τ2 τ π

iW

k
F k i

k i

d dq d i

= − =
− −


 − =




= − =

     Φ − − =         

  

Аналогичные сравнения динамических и со-
ответствующих им квазистатических решений, 
приведенные в [1] для сплошного цилиндра, 
шара, бесконечной среды с внутренней шаро-
вой или цилиндрической полостью, показыва-
ют, что соотношение (41) будет справедливо 
также и в этих случаях, но только для моментов 
времени микросекундной длительности, т.е. 

непосредственно после воздействия теплового 
удара. В последние моменты времени напря-
жение на поверхности в динамическом случае 
может превзойти квазистатическое значение. 
Иным будет положение внутри области ξ 0> , 
занятой телом. На рис. 1–3 представлены зави-
симости напряжения ( )ξξσ ξ, τ  от времени в 
фиксированном сечении ξ 1= , рассчитанные 
по (34)–(40). Вначале рассмотрим данные на 
рис. 1 и 2. 

Как следует из (38), вначале в фиксирован-
ном сечении возникает только составляющая 
напряжения ( )1

ξξσ  – продольная упругая волна, 
фронт которой движется со скоростью υ p  от 
поверхности внутрь тела; напряжение растет от 
нуля до некоторого отрицательного значения, 
оставаясь сжимающим (материал, занимающий 
область 0 ξ 1< < , нагревается сильнее, чем мате-
риал, расположенный  в области ξ 1,>  и поэтому 

 
Рис. 1. Зависимость напряжения ( )ξξσ ξ, τ  от времени в се-
чении ξ 1=  при 0 0.7k =  (кривая 1) и 0 0k =  (кривая 2) при 
тепловом нагреве экспоненциального вида (26) 

 
Рис. 2. Зависимость напряжения ( )ξξσ ξ, τ  от времени в сече-
нии ξ 1=  при 0 0.7k =  при линейном тепловом нагреве (27) 
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Рис. 3. Зависимость напряжения ( )ξξσ ξ, τ  от времени в се-
чении ξ 1=  при действии внутреннего источника теплоты. 
Кривая 1 – в сечении 0 0.5d = ; кривая 2 – в сечении 0 1.5d =  

при ξ 1≤  возникают сжимающие напряжения). 
В момент времени τ 1=  ( )υ pt z=  к этому се-
чению ( )ξ 1=  приходит волна напряжения,  
соответствующая функции ( )2

ξξσ , напряжение 
плавно без скачка изменяется непрерывно, воз-
растает при прохождении волны расширения, 
оставаясь сжимающим при всех τ 0> , и затем 
убывает, достигая квазистатических значений. 
Таким образом, процесс распространения тер-
моупругих напряжений на основе динамической 
модели не является чисто диффузионным, а свя-
зан с распространением термоупругих волн. 
Данные рис. 3 представляют особый интерес. 

В условиях непрерывного действия внутрен-
него источника теплоты возникающее напря-
жение сжатия со временем возрастает по абсо-
лютной величине, не выходя на квазистатичес-
кое значение. 

К числу малоисследованных вопросов в 
теории теплового удара относится эффект ре-
лаксации материала на внезапный нагрев. В 
основном это касается случаев внезапного 
нагрева границы области до температуры 

0cT T>  ( )( )0, , 0cT t T t= >  или внезапного 
нагрева средой температуры 0cT T>  
( ) ( )00

, 0czz
T z h T T t==

 ∂ ∂ = − >   ( α λTh =  – 
относительный коэффициент теплообмена, α  – 
коэффициент теплоотдачи). В первом случае 
скачкообразное изменение температуры по-
верхности тела от 0T  до cT  представляет собой 
математическую идеализацию, которая практи-
чески может осуществиться с некоторым при-

ближением при очень больших числах Био 
( ( )Bi α λT l= , l  – масштабная единица длины). 
Однако подобное ограничение не исключает из 
рассмотрения большое количество исследова-
ний по тепловому удару при внезапном нагреве 
границы тела канонической формы (бесконеч-
ная пластина; цилиндр; шар; упругое полупро-
странство сплошное и с полостью), отраженных 
в [1]. Тем не менее, для полноты изучения дан-
ной проблемы рассмотрим случай, когда темпе-
ратура поверхности ( ) ( )0,T t t= ϕ  области 0z >  
возрастает от начальной 0T  по линейному зако-
ну и достигает значения cT  ( )0cT T>  за малый, 
но отличный от нуля интервал времени 0t : 
( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 0η ,ct T T t t t t t t T   ϕ = − − − − +     
( )η t  – функция Хевисайда. В системе координат 

( )ξ, τ  граничная функция (при ξ 0= ) имеет вид: 

   
( ) ( ) ( )( )0

0 0
0 0

2
0 0

ττ η τ τ τ τ 1 ,
τ

τ υ ;

c

p

t T
T T

t a

 ϕ −
ϕ = = − − − −
 =

 (42) 

температурная функция 
( ) ( ) ( )0 0ξ, τ , cW T z t T T T= − −    находится из 

(24) ( )γ 0i = , (25), (42), (29); напряжение 
( ) ( ) ( )ξξ 0σ ξ, τ σ ,zz T cz t S T T = −   находится из 

(21)–(23). 
В пространстве изображений (по Лапласу) 

находим искомые функции: 

 

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )
( )

0

0

0

ξ ξ τ
2

0

ξξ
0

ξ ξ

τ ξξ

0

1 1ξ, ;
τ

1σ ξ,
τ 1

1 .
τ 1

p p p

p p p

pp

W p e e
p

p
p p

e e

e e
p p

− − −

− − −τ

− +−

= − 



= − × 
− 


× − + 

 + −  − 

 (43) 

Переходя к оригиналам, находим 

 

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
*

0

0

0 0

ξ, τ ξ, τ

1 ξ ξ ξτ + ξ τ π exp ;
τ 2 4τ2 τ

0 τ τ

ξ, τ ξ, τ ξ, τ τ ; τ³τ

W

W

= Ψ = 

    − = Φ −                 


≤ ≤ 


= Ψ −Ψ − 

 (44) 
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( ) ( )

( ) ( )( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

ξξ

*

0

*

*
0

ξξ 0

σ ξ, τ ξ, τ

1 ξη τ ξ exp τ ξ 1
τ 2 τ

1 ξexp τ ξ τ
2 2 τ

ξexp τ + ξ τ 0 τ τ ;
2 τ

σ ξ, τ ξ, τ ξ, τ τ .

F

F F

= =


   = − − − +Φ −   
   

   − − Φ − +   
  

  + Φ + ≤ ≤   


= − − 

 (45) 

На рис. 4 показаны графики зависимости 
напряжения ( )ξξσ ξ, τ  от времени τ  в точке 
ξ 1=  при различных значениях 2

0 0τ υ τp a= .  
Как можно видеть из графиков, максимум нап-

ряжений быстро уменьшается с увеличением 0τ . 
При 0τ 3=  этот максимум составляет лишь 
около 14% от его значения при τ 0=  (мгновен-
ный нагрев). Например, для углеродистой стали 
( ν 0.3;=  98 10G = ⋅  2Н м ;  3ρ 7.85 10= ⋅  3кг м ;  

613 10a −= ⋅  2Н м ) из формулы получаем ско-
рость волны расширения 3υ 6 10 м сp = ⋅ , а за-
висимость между временем t  и безразмерной 
переменной τ  будет иметь вид 33.7 10 τt −= ⋅  с. 
При значении 0τ 3=  время нагрева будет 

12
0τ 10−=  с. 

Для органического стекла ПММА 
( 9 2λ 2.26 10 Н м= ⋅ ; 8 2μ 3.8 10 Н м= ⋅ ; 

3 3ρ 1.2 10 кг м= ⋅ ; 7 21.13 10 м ca −= ⋅ ) скорость 
волны расширения 3υ 1.6 10 м сp = ⋅ , а зависи-
мость ( )τ t  = 130.44 10 τt −= ⋅  с. При 0τ 3=  вре-
мя нагрева составляет 13

0τ 10−=  с. 
Эти результаты показывают, что даже при 

столь малой продолжительности нагрева мак-
симум динамических напряжений снижается по 
сравнению с его значениями при скачкообраз-
ном изменении температуры поверхности тела. 

В то же время для достаточно малых значений 
величины 0τ , что связано с целым комплексом 
параметров, входящих в 0τ , идеализация внезап-
ного нагрева границы становится приближенно 
оправданной. Ещё больший интерес представля-
ет режим охлаждения с учетом эффекта релакса-
ции, когда температура поверхности области 

0z >  убывает от начального значения 0T  по ли-
нейному закону и достигает конечного значения 

cT  за время релаксации 0t , т.е. когда 

 ( ) ( ) ( )( )0
0 0 0

0
0, η .cT TT t t T t t t t t

t
−

 = ϕ = − − − −   

 
Рис. 4. Изменение напряжения ( )ξξσ ξ, τ  со временем в се-
чении ξ 1=  при различных временах релаксации (нагрев) 

В системе координат ( )ξ, τ  граничная функ-
ция (при ξ 0= ) имеет вид: 

 
( ) ( ) ( )0

0
0 0 0

2
0 0

τ ττ η τ τ 1 ,
τ τ

τ υ τ ,
с

p

t T
T T

a

 ϕ −  
ϕ = = − − −  −  
 =

(46) 

температурная функция:  
 ( ) ( ) ( )0ξ, τ , c cW T z t T T T= − −   ,  

напряжение:  
 ( ) ( ) ( )ξξ ξξ 0σ ξ, τ σ , .T cz t S T T = −    

В пространстве изображений (по Лапласу) 
находим искомые функции: 

 

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

2
0

0

ξξ
0

0

0
0

1 1ξ,
τ

exp ξ τ exp ξ ;

1σ ξ,
τ 1

exp ξ τ exp ξ

1 exp τ ξ exp ξ .
τ 1

W p
p

p p p

p
p p

p p p

p p
p p


= × 


 × − − − −  
= − × − 
 × − − − − +  

 + − + − −  − 

 (47) 

Переходя к оригиналам, находим: 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
*

0

0

0 0

ξ, τ ξ, τ

1 ξ ξ ξτ + ξ τ π exp ,
τ 2 4τ2 τ

0 τ τ ;
ξ, τ ξ, τ ξ, τ τ , τ τ ;

W

W

− = Ψ =

     = Φ − −              
≤ ≤

− = Ψ −Ψ − ≥

 (48) 
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Рис. 5. Изменение напряжения ( )ξξσ ξ, τ  со временем в сече-

нии ξ 1=  при различных временах релаксации (охлаждение) 

 
( ) ( )

( ) ( )

*
ξξ

*

0

σ ξ, τ ξ, τ

1 ξη τ ξ exp τ ξ 1
2 τ

F− = =

  = − − − +Φ −    τ  

 

 

( )

( )

*

*

1 ξexp τ ξ τ
2 2 τ

ξexp τ + ξ + τ ,
2 τ

  − − Φ − +  
 

  + Φ  
  

 

 00 τ τ ,≥ ≥  

 ( ) ( ) ( )* *
ξξ 0 0σ ξ, τ ξ, τ ξ, τ τ , τ τ .F F− = − − ≥  (49) 

На рис. 5 показаны графики зависимости 
напряжения ( )ξξσ ξ, τ  от времени в сечении 
ξ 1=  при различных значениях времени релак-
сации 0τ , характеризующие влияние скорости 
охлаждения граничной поверхности тела на его 
термическую реакцию.  

Чем больше время охлаждения, тем меньше 
максимум напряжений растяжения. 

Заключение 

Рассмотрены термические реакции массив-
ного тела (упругое полупространство), возни-
кающие при различных режимах теплового 
воздействия на его границу: тепловой поток во 
времени экспоненциальный, линейный; внут-
ренний точечный источник теплоты постоянной 
мощности. Показано, что процесс распростра-
нения термоупругих напряжений на основе ди-
намической модели не является чисто диффу-
зионным, а связан с распространением термо-
упругих волн. Описан эффект релаксации 
материала на внезапный нагрев границы облас-

ти; установлено, что максимум динамических 
напряжений снижается по сравнению с его зна-
чениями при скачкообразном изменении темпе-
ратуры. При этом величина снижения опреде-
ляется упругими и теплофизическими свойст-
вами материала, а также скоростью нагрева 
поверхности тела. Показано также, что режим 
внезапного охлаждения создает напряжения 
растяжения, более разрушительные по сравне-
нию с режимом нагревания. При этом с увели-
чением времени охлаждения максимум напря-
жений растяжения уменьшается. 
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Theory of thermal shock in models of dynamic thermoelasticity 
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The problem of thermal shock of a solid is studied on the basis of the model of dynamic 
thermoelasticity. A brief scheme for deriving the compatibility equation in voltages for dynamic 
problems is proposed, which generalizes the well-known Beltrami-Mitchell relation for qua-
sistatic cases. The proposed relation is convenient for considering numerous special cases in the 
theory of thermal shock in Cartesian coordinates for both restricted bodies of canonical form 
and partially limited ones. In the latter case, the obtained analytical solutions of the dynamic 
problems of the theory of thermal shock lead to visual and convenient for physical analysis 
functional structures describing the kinetics of thermal stresses. 

As for the cylindrical and spherical coordinate systems, for these cases a “compatibility 
equation” in displacements was proposed, convenient for studying the problem of thermal shock 
in bodies with a radial heat flow and central symmetry. The class of problems in which the con-
sideration of the geometrical dimensions of the structure investigated for a thermomechanical 
reaction under conditions of intense heating is mainly concerned with the near-surface layers is 
highlighted. As the experiments show, it is these layers that absorb the main amount of heat 
during a time close to the beginning of heating, corresponding to microsecond duration times 
during which inertial effects are active. The thermal reaction of a massive body when it is heat-
ed by a nonstationary heat flux of an exponential and linear type, as well as under the action of 
an internal heat source – practically important cases in the theory of thermal strength is investi-
gated. Numerical experiments were carried out and the wave nature of the propagation of ther-
moelastic waves was described. The effect of material relaxation on sudden heating and sudden 
cooling of its boundary, which has been little studied in thermomechanics, is described. The de-
pendence of the maximum internal temperature stress on the parameters characterizing the elas-
tic and thermophysical properties of materials, as well as the heating time and cooling time, is 
established. 

Keywords: thermal shock, mathematical model, dynamic thermoelasticity, relaxation effect. 
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