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Аннотация 

В статье рассматривается алгоритм расчета оптимального маршрута БПЛА на 

взвешенном графе реперных точек на местности с применением генетического 

алгоритма. Алгоритм основан на построении целевой аналитической функции 

нескольких переменных в виде суммы функций заданных на ребрах и на вершинах 

математического графа. Аргумент целевой функции, минимизирующий  ее 

значение, представляет собой последовательность номеров реперных точек 

оптимального замкнутого маршрута. Статья отражает взаимосвязь прикладной 

задачи мониторинга объектов на местности БПЛА с математической задачей 

оптимизации на графах средствами генетического алгоритма.  
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Введение 

Множество задач беспилотной авиации на местности по наблюдению за 

объектами в самой общей постановке сводится к выбору маршрута между 

заданными реперными точками, которые приводят к математической задаче 

оптимизации на графе. Планирование маршрута на графе произвольной 

конфигурации может рассматриваться как обобщение традиционного подхода к 

организации полета по кругу, овалу, змейкой, зигзагами и т.д., так как все они 

относятся к полету по однотипному циклическому графу. Планирование полета по 

произвольному графу расширяет возможности для принятия решения по выбору 

маршрута в условиях ограничений, облете препятствий, мониторинге пересеченных 

протяженных объектов: трубопроводов, дорог или иных коммуникации, охране 

площадных объектов с отдельными сооружениями и т.д. Более сложным является 

планирование полета по графу при групповом применении БПЛА, так как 

приходится учитывать требования безопасности, совместного управления в 

различных порядках движения и выполнения тактических задач.  

Таким образом, исследование проблемы планирования полета по 

произвольному графу реперов имеет широкое практическое значение и существенно 

сложнее, чем полет по циклическому графу.  

Следовательно, планирование одиночного и группового полета по графу 

ориентиров на местности является актуальной проблемой и требует проведения 



исследования. Отправной точкой здесь является теория графов [1]. 

Граф имеет ребра, соединяющие некоторые пары реперных точек как 

вершины. Можно считать, что маршрут является замкнутым, то есть начальная 

точка маршрута совпадает с конечной  и проходит через все ребра графа. В качестве 

начальной и конечной вершины можно взять вершину с номером 1.  

Расчет множества замкнутых маршрутов (задача планирования) может быть 

сведено к оптимизационной задаче поиска замкнутых маршрутов минимальной 

длины, содержащим все ребра графа. Множество вершин обозначается V, а 

множество ребер E. Пара G = (V, E) называется графом. Вершины обычно 

нумеруются: V={vi}, i=1,…,n. Число n=|V|  называется размером графа. С каждой 

вершиной v в графе связана величина кратности ρ(v), равная числу ребер 

сходящихся в эту вершину, эти ребра называются инцидентными вершине и между 

собой. Ребра представляются в виде пары вершин еij = (vi, vj). Число ребер во 

множестве Е называется мощностью графа и обозначается |E|. Маршрут на графе 

можно представить в виде последовательности соединенных ребрами вершин 

(инцидентные вершины)  

m=(v1, v2,…,vk+1)=(e1, e2, …,ek),                                       (1) 

где e1=(v1, v2), e2=(v2, v3),…,ek=(vk, vk+1) – попарно  инцидентные ребра, вершина v2 

инцидентна ребрам e1 и e2  и т.д. Так как рассматриваются неориентированные 

графы, то ребра (vi, vj) и (vj, vi) считаются одинаковыми. 

На рисунке 1 показан граф «семь мостов» с кратными ребрами.  



 

Рис.1. Граф «семь мостов»: а - исходный граф имеет ребра (1,3) и (3,4)  кратности 

два; б - граф с ребрами (1,2), (1,3) кратности два и ребром (3,4) кратности три;          

в - граф с ребрами  (2,4) и (3,4) кратности два и ребром (1,3) кратности три;   

г - граф с ребрами (1,3), (2.3) и (3,4) двойной кратности. 

 

Можно проверить, что у графов рисунка 1, б), в) и г) все вершины четные и 

графы являются эйлеровыми. Фактически здесь показаны разные способы 

достраивания графа «семь мостов» рисунка 1, а) до эйлерова графа.  

Длина маршрута d(m) равна сумме ребер, входящих в маршрут. Для маршрута  

m={e1, e2,…,ek} длина маршрута равна 

d(m) = k.                                                              (2) 

 

1 Математическая постановка оптимизационной задачи 

Задача планирования маршрутов на связном графе является оптимизационной 

по нахождению минимума длины d(m) на множестве маршрутов m=(e1, e2,…,ek), 

которые удовлетворяют условиям: содержат все ребра графа Е⊆{e1, e2,…,ek}; 

являются замкнутыми, то есть e1=(v1, v2), ek=(vk, vk+1) и v1=vk+1  (замкнутость); не 

имеют среди ребер {ei1, ei2,…,eis} кратных, то есть множество {e1, e2,…,ek}\Е, 



содержащее повторяющиеся (кратные) ребра не пересекается с наперед заданным 

множеством ребер графа{ei1, ei2,…,eis}.  

Математическая постановка задачи нахождения множества M={m} 

оптимальных замкнутых маршрутов (ОЗМ) на графе имеет вид: 

M=argmin d(m) 

                                               m=(e1, e2,…,ek), M={m}                                       (3) 

E⊆{e1, e2,…,ek}, e1=(v1, v2), ek=(vk, vk+1), v1=vk+1  

{e1, e2,…,ek}\E∩{ei1, ei2,…,eis}=∅.   

В такой постановке задача (3) относится к задачам на условный экстремум. 

Условие отсутствия кратных ребер из набора {ei1, ei2,…,eis} является актуальным.  

Например, для графов рисунка 1 требование исключения ребер из кратных 

{ei1, ei2,…,eis}={(2,3), (2,4)} означает, что задача оптимизации (3) решается на 

эйлеровом графе рисунка 1, б);  

{ei1, ei2,…,eis}={(1,2), (2,3)} означает, что оптимизация по выбору маршрута  

проводится на эйлеровом графе рисунка 1, в); 

{ei1, ei2,…,eis}={(1,2), (1,4), (2,4)} означает, что объектом оптимизации является 

эйлеров граф рисунка 1, г).  

Нетрудно проверить, что множество ОЗМ задачи (3) на графе «семь мостов» 

имеют длину равную d(m)=9, так как [3] 
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Это означает, что оптимизационная задача (3) состоит в основном в 

определении множества ОЗМ M={m}, так как длина (т.е. число ребер) всех ОЗМ 



одинакова. Если бы веса ребер совпадали с протяженностью между вершинами 

(например, в километрах), то и протяженности всех ОЗМ будут одинаковы, так как 

маршруты ОЗМ отличаются только порядком следования вершин, а множество ребер 

в них одно и то же. 

Например, маршрут m1=(1, 3, 4, 3, 2, 1, 3, 4, 2, 1) является ОЗМ на эйлеровом 

графе рисунка 1, б), маршрут m2=(1, 2, 4, 3, 1, 3, 2, 4, 3, 1)  оптимален на графе 

рисунка 1, (в), маршрут m3 =(1, 2, 4, 3, 2, 3, 1, 3, 4, 1) оптимален на графе рисунка 1, г).  

Задача (3) определения множества ОЗМ не зависит от выбора начальной и 

конечной вершины v1 = vk. Множество ОЗМ для любой вершины графа, выбранной в 

качестве концевой вершины, не меняется, а просто изменяет форму записи. Это 

вытекает из преобразования γраз, которое  приводит к тому же ОЗМ, но с другими 

концевыми точками. Например, для преобразования γраз,4 имеем:  

γраз,4(m1)=γраз,4(1, 3, 4, 3, 2, 1, 3, 4, 2, 1)=γраз,4((1, 3, 4), (4, 3, 2, 1, 3, 4, 2, 1))= 

=((4, 3, 2, 1, 3, 4, 2, 1), (1, 3, 4))=(4, 3, 2, 1, 3, 4, 2, 1, 3, 4). 

Перечислить все ОЗМ для графа «семь мостов» является комбинаторной 

задачей по перебору компонент набора m=(х1, х2, х3, х4, х5, х6, х7, х8, х9, х10) в 

целочисленном множестве {1, 2, 3, 4}. Количество вариантов перебора компонент 

вектора m равно 4
10

=1048576, но не все из наборов являются ОЗМ.  

 Оптимизационная задача (3) имеет множество решений и относится к разделу 

целочисленного программирования [2]. Для ее решения может быть применен метод 

генетического алгоритма (ГА) [3,4]. ГА реализован в пакете Matlab в модуле 

«Genetic Algorithm Tool» и он применим для оптимизации функций произвольной 



природы. Он позволяет также учитывать ограничения LB, UB, накладываемые на 

изменение ее аргументов: LB=1≤ хi ≤,4=UB, i= 1,…,10. 

В работе [5] обсуждалась методика построения целевой функции 

оптимизационной задачи (3). В данной статье рассматривается алгоритм построения 

аналитической целевой функции, минимум которой достигается на множестве ОЗМ 

связанных графов и приложение ОЗМ к планированию группового полета БПЛА. 

 

2 Алгоритм построения целевой функции 

Алгоритм построения целевой функции основан на вычислении функции 

нескольких переменных Z(m)=Z(х1, х2, х3, х4, х5, х6, х7, х8, х9, х10), состоящей из суммы 

функций, заданных на ребрах и на вершинах графа. 

Функция, заданная на ребрах, реализует принцип штрафования ребер, не 

принадлежащих графу, но которые могут быть сгенерированы ГА.  

Функции, заданные на вершинах содержат слагаемые, которые учитывают тип 

эйлерова графа, используемый в технической задаче при облете номеров реперных 

точек на местности. Другие функции от вершин графа учитывают кратность вершин 

графа.  

Следует отметить, что информация о ребрах графа с учетом кратности 

содержится в матрице смежности [1,2]. Для применения ГА удобнее построить 

специальную функцию, которая будет содержать информацию о ребрах графа и о не 

ребрах графа. Например, ребро (1,4) не принадлежит графам рисунка 1, б) и в), а 

также о петлях (1,1), (2,2), (3,3), (4,4), но которые могут быть сгенерированы ГА.  

Кроме того для задачи условной оптимизации (3) необходимо описать 



математический вид функции d(m) и всех ограничений: E⊆{e1, e2,…,ek}, v1=vk+1,     

{e1, e2,…,ek}\E∩{ei1, ei2,…,eis}=∅.  Для этих целей и строится целевая функция. 

Алгоритм расчета целевой функции рассмотрим для случая графа «семь 

мостов» и включает в себя следующие пункты: 

 

2.1 Построение функции заданной на ребрах графа 

Определяется множество А разрешенных или допустимых для облета БПЛА 

ребер на графе реперных точек на местности. Для графа «семь мостов» рисунок 1, а) 

это ребра: (1,2), (1,3), (2,3), (2,4) и (3,4). На ребрах множества А целевая функция 

должна принимать значение равное весу 1. 

Применение ГА в качестве средства оптимизации может привести к 

появлению недопустимых петель при вершинах, то есть появление пар (1,1), (2,2), 

(3,3), (4,4). Целевая функция на петлях должна принимать значения больше веса 1, 

чем на допустимых ребрах, например, значение 2. 

Если при мониторинге графа реперных точек на местности не допускается 

перелет между точками с номерами 1 и 4, минуя точку 3, то в состав маршрутов 

БПЛА не входит ребро (1,4). Это означает,  что все маршруты  прокладываются на 

эйлеровых графах рисунка 1, б) или в). В этом случае ребро (1,4) относится к 

множеству запрещенных или недопустимых ребер и на нем целевая функция должна 

принимать также значение 2. 

Множество запрещенных  ребер и петель (1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (1,4) образуют 

множество В.  

Определив разрешенные ребра (множество А) и запрещенные петли и ребра 



(множество В) для построения целевой функции необходимо разделить  множества 

А и В. Для этого подбирается симметричная функция от двух переменных f(x,y), 

множество значений которой S=f(А) и Р=f(В) не пересекаются: f(А)∩f(В)=S∩Р=∅.  

В качестве такой функции возьмем, например, f(х,у)=2·x·y–(x+y). Эта функция 

симметрична f(х,у)=f(у,х), так как она должна принимать одинаковые значения на 

ребрах (х,у)=(у,х) неориентированного графа. 

Отсюда S={1, 2, 7, 10, 17}; Р={0, 3, 4, 12, 24} и Р∩S=∅.  

Для построения целевой функции на ребрах подберем интерполяционную 

функцию, которая на области значений допустимых ребер f (А) переходит в 1, на 

области значений запрещенных петель и ребер f(В) принимает значение 2 (это 

значение штрафа).  

Исходными данными для построения интерполяции являются два вектора:    

X=SUP=[1, 2, 7, 10, 17, 0, 3, 4, 12, 24] и Y=[ones(1,length( S)), ones (1, length( P))+1] 

=[1, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2]. 

Используя кубическую сплайн-интерполяцию interp1 из пакета Matlab [3,4], 

получим множество значений функции: y = interp1(Х, Y,x,'spline') при изменении x 

=0:max(Х). График приведен на рисунке 2, а).  

Для графа рисунка 1, г) ребро (1,4) является допустимым и множество 

S={1,2,3,7,10,17}; Р={0,4,12,24} и Р∩S=∅.  

График интерполяционной функции приведен на рисунке 2, б). 



0 5 10 15 20 25
1

1.5

2

2.5

x

y

 
0 5 10 15 20 25

1

1.5

2

2.5

x

y

 

а)                          б) 

Рис.2. График кубической сплайн-интерполяции interp1: а – для графа с 

ребром (1,4)А; б - для графа с ребром (1,4)А  

 

Суперпозиция интерполяции и разделяющей функции interp1(f(х,у)) на 

разрешенных ребрах (х,у) принимает значение 1, а на петлях (х,х) и запрещенных 

ребрах значение 2. 

Это позволяет построить функцию по формуле 

))x,intrp1(f(x)x,...,x,(xZ(m)Z
9
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для которой достигается минимум на ОЗМ: minZ1(m)=9, так как interp1(f (х,у))≥1. 

Можно проверить, что на маршрутах m1, m2  и m3 функция (4) принимает значение 9. 

Значение 9 может быть достигнуто и на наборе m0=(1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2), так как 

ребро (1,2) входит в граф, но этот набор не является ОЗМ, так как не проходит по 

всем ребрам.  

Для отфильтрования ОЗМ от наборов типа m0, но которые могут быть 

сгенерированы ГА, необходимо к функции (4) добавить функцию, которая 



учитывает прохождение маршрута по всем ребрам графа а, следовательно, и по всем 

вершинам. Количество ребер графа с учетом кратности зависит от МЭГ. 

Заметим, что в качестве интерполяции на множестве X=SUP может быть 

рассмотрен многочлен  I(u)=1+с·(u-1)
2
(u-2)

2
(u-7)

2
(u-10)

2
(u-17)

2
, (c>0), который 

только на множестве u∊S={1, 2, 7, 10, 17} принимает значение 1, а при всех 

остальных значениях аргумента u больше I(u)>1. В качестве разделяющей функции 

f(х,у) могут быть взяты функции f(х,у)=x·y; f(х,у)=(x+y)
2
; f(х,у)=(x-y)

2
, так как эти 

функции симметричны и их графики f(х,у)=n проходят либо через точки на 

плоскости множества А, либо множества В, что легко можно проверить.  

 

2.2 Построение функции модели эйлерова графа (МЭГ) 

Из рисунка 1 следует, что граф может быть достроен до эйлерова графа 

различными способами. Если, исходя из тактических требований задачи 

мониторинга БПЛА графа реперных точек на местности, выбрана МЭГ рисунка 1, б) 

то, опираясь на геометрию графа и на нумерацию его вершин, получим, что ОЗМ (в 

частности и маршрут m1) удовлетворяют соотношению  
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Если рассмотреть МЭГ рисунка 1, в), то ОЗМ удовлетворяют  
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В частности функция Z2в(m) на маршруте m2 обращается в нуль. 

Для МЭГ рисунка 1, г) ОЗМ будут обращать в нуль функцию 
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Можно проверить, что функция Z2г(m) на маршруте m3 равна нулю.  

Как следует из сравнения выражений (5), (6) и (7) разных МЭГ рисунка 1, б), 

в) и г) формулы не совпадают. Выражения (5), (6) и (7) описывает циклическую 

(круговую) сумму произведений номеров вершин замкнутого маршрута и не зависят 

от номера начальной и конечной вершины и являются инвариантами МЭГ.  

При полете БПЛА по маршрутам МЭГ рисунка 1, б) и в) одновременно, то их 

ОЗМ обращают в нуль произведение функций (5) и (6)  
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Оказывается одновременное выполнение обоих выражений (4) и (5) (или (4) и 

(6), или (4) и (8), или (4) и (7)) не позволяет отсеять только ОЗМ. Это подтверждают 

численные эксперименты. 

Вид функций (5), (6), (7) выбран из простоты их аналитической записи и 

вытекает, как это было отмечено в предыдущем пункте, из того факта, что график 

разделяющей функции f(х,у)=x·y=n проходит при одних n по точкам плоскости 

множества A, а при других n по точка множества В. Если в качестве разделяющей 

функции выбрать, например, f(х,у)=(x+y)
2
 или f(х,у)=(x-y)

2
, то вид функций (5), (6), 

(7) будет состоять из слагаемых (x+y)
2
 или (x-y)

2
. Константы в выражениях (5), (6), 

(7) в этих случаях будут также другие. 

Для отбора оптимальных маршрутов необходимо получение еще нескольких 

функций, заданных на вершинах графа.  



 

2.3 Построение функций вершин графа 

Рассмотрим следующее выражение, справедливость которого для ОЗМ МЭГ 

рисунка 1, б), в) и г) легко проверяется на маршрутах m1, m2 и m3 
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Здесь константа 24 получается по правилу 24=3·(1+3)+2·(2+4), которое 

следует из закономерности повторяемости в ОЗМ номеров вершин. Повторяемость 

номеров 1, 2, 3 и 4 равна половине кратности вершин и учету того, что маршрут 

начинается и заканчивается в вершине с номером 1.  

Константа, входящая в функцию (9), зависит от нумерации вершин графа.  

В качестве функции вершин графа подойдет также сумма k-степеней х
k
. 

 

2.4 Составление целевой функции графа 

Для ОЗМ МЭГ рисунка 1, б), в) и г) целевые функции равны сумме 3-х 

слагаемых соответствующих целевых функций ребер, МЭГ и вершин  

))(())(()()( 321 mZabsmZabsmZmZ  .                                   (10) 

Проверка на маршрутах m1, m2 и m3 показывает, функция Z(m)=9=d(m). Если 

рассматривать неотрицательную функцию  

)),(())(()))()((()( 321 mZabsmZabsmdmZabsmZ                      (11) 

то на ОЗМ она будет равна нулю и это будет ее минимальным значением. 

Минимизация одной функции (11) сводит задачу на условный экстремум (3) к 



задаче на безусловный экстремум и значительно упрощает решение ее методом ГА. 

Здесь каждое слагаемое берется по абсолютной величине, так как численный 

эксперимент показывает, что ГА генерирует такие наборы, которые не являются 

ОЗМ, но при этом одни слагаемые суммы (11) отрицательные, а другие 

положительные и в сумме могут дать нуль.  

Каждое слагаемое целевой функции представляет собой многочлен от 

нескольких переменных и алгоритмом поиска его корней является ГА.  

Функция Z1(m) состоит из слагаемых, которые только на ребрах графа 

принимают значение 1, а на не ребрах принимает значение 2 или иное большее 1. 

Это означает, что при значении Z1(m)=9 отобрано 9 ребер графа, но среди них могут 

быть не все ребра графа, а много повторяющихся (кратных). Второе слагаемое Z2(m) 

отвечает за набор ребер, и с какой кратностью входят в ОЗМ МЭГ. Но за счет того, 

что ГА может сгенерировать набор mг= (1, 3, 2, 3, 2, 3, 2, 4, 3, 1), который не 

содержит все ребра графа рисунка 1, г), а именно ребро (1,4), но Z1(mг)=9, Z2(mг)=56. 

Последнее соответствует выражению (7). Отсюда следует, что двух слагаемых Z1(m) 

и Z2(m) недостаточно для отбора ОЗМ из возможных вариантов 4
8
=65536, так как 

начальная и конечная вершина имеют номер 1. Поэтому добавляется третье 

слагаемое Z3(m), которое устанавливает, сколько раз должны повторяться номера 

вершин в ОЗМ. При проверке соотношения (9) для mг  тоже получим 24, хотя mг не 

ОЗМ. Как видно это следствие большого числа одинаковых номеров в ОЗМ или, 

что, то же самое, большого числа кратных ребер в графе рисунка 1, г). В качестве 

Z3(m) надо использовать выражение  
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Функция (12) однозначно устанавливает вложение графа в МЭГ.  

Таким образом, задача расчета ОЗМ на графе является нелинейной и для ее 

осуществления в реальном полете потребуется средства технической реализации 

[6,7,8]. Важным моментом в полете по маркерам на местности является 

комплексирование навигационного оборудования и технического зрения [9,10]. 

 

3 Применение целевой функции графа для расчета ОЗМ методом ГА 

При решении оптимизационной задачи (3) с использованием целевой функции 

(11) методом перебор на компьютере с частотой 3,4 Ггц за 80,0 секунды получить 32 

ОЗМ для графа рисунка 1, б). За 112,9 секунды можно подсчитать 32 ОЗМ для графа 

рисунка 1, в), а за время 239,9 секунд для графа рисунка 1, г) находятся 104 ОЗМ. 

Методом ГА для совмещенной МЭГ рисунка 1, б), в) с функцией (11) 

получаются 5 различных ОЗМ при изменяемом значении фактора кроссовера в 

интервале 0,1:0,1:0,9 за время 8,6 сек при условиях 'Generations', 

10,'PopulationSize',10. График сходимости ГА приведен на рисунке 3.  
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Рис.3. Пространственный график сходимости целевой функции fval=Zбв(m)  

 

На рисунке 3 разными цветами показаны графики изменение номеров вершин 

маршрута от 1 до 4 в зависимости от фактора кроссовера и значения функции Zбв.  

Результаты расчета ОЗМ приведены в таблице 1. 

Таблица 1  

Результаты расчета ОЗМ на графе «семь мостов» 

№ 

п/п 

Фактор 

кроссо-

вера n 

Оптимальные 

замкнутые маршруты 

Номера 

различных 

ОЗМ 

Значение 

функции 

fval=Zбв(m) 

Тип 

МЭГ 

 

1 0,1 (1, 2, 3, 4, 3, 1, 3, 4, 2, 1) 1 0 б) 

2 0,2 (1, 2, 4, 3, 4, 3, 1, 3, 2, 1) 2 0 б) 

3 0,3 (1, 2, 4, 3, 1, 3, 4, 3, 2, 1) 3 0 б) 

4 0,4 (1, 3, 1, 3, 4, 3, 2, 4, 2, 1) 4 0 в) 

5 0,5 (1, 2, 3, 4, 3, 1, 4, 3, 2, 1) - 3 - 

6 0,6 (1, 2, 3, 1, 3, 4, 3, 4, 2, 1) 5 0 б) 

7 0,7 (1, 2, 3, 1, 3, 4, 3, 4, 2, 1) 5 0 б) 

8 0,8 (1, 2, 3, 4, 3, 1, 3, 4, 2, 1) 1 0 б) 

9 0,9 (1, 2, 3, 4, 3, 1, 3, 4, 2, 1) 1 0 б) 

 

В пятом маршруте таблицы 1 выделено ребро (1,4), которое не входит в состав 



МЭГ рисунка 1, б) и в), и поэтому целевая функция (11) принимает значение 3. 

Среди найденных маршрутов всего 5 различных ОЗМ.  

Из геометрии графа рисунок 1, а) следует, что он обладает осью симметрии, 

проходящей по ребру (2,3). Это означает, что существует автоморфизм графа, 

переставляющий вершины 
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Можно проверить, что для математического графа на рисунке 1 других осей 

симметрии и автоморфизмов нет.  

Преобразования γраз, γавт, γобр (прохождение маршрута в обратном порядке) 

позволяют размножить 5 ОЗМ таблицы 1 в 34 различных ОЗМ (таблица 2).   

Таблица 2 

Результаты расчета ОЗМ на графе «семь мостов» МЭГ рисунка 1, б) и в) с 

помощью автоморфизма γавт и преобразований γраз и γобр   

№ mi 
Тип 

МЭГ 
№ γобр(mi) 

Тип 

МЭГ 

1 2 3 4 5 6 

1 (1, 2, 3, 4, 2, 4, 3, 1, 3, 1) в) 18 (1, 3, 1, 3, 4, 2, 4, 3, 2, 1) в) 

2 (1, 3, 2, 4, 3, 1, 2, 4, 3, 1) в) 19 (1, 3, 4, 2, 1,3, 4, 2, 3, 1) в) 

3 (1, 3, 1, 2, 4, 2, 3, 4, 3, 1) в) 20 (1, 3, 4, 3, 2, 4, 2, 1, 3, 1) в) 

4 (1, 3, 4, 3, 1, 3, 2, 4, 2, 1) в) 21 (1, 2, 4, 2, 3, 1, 3, 4, 3, 1) в) 

5 (1, 2, 4, 3, 1,3, 2, 4, 3, 1) в) 22 (1, 3, 4, 2, 3, 1, 3, 4, 2, 1) в) 

6 (1, 3, 4, 3, 1, 2, 4, 2, 3, 1) в) 23 (1, 3, 2, 4, 2, 1, 3, 4, 3, 1) в) 

7 (1, 3, 1, 2, 3, 4, 2, 4, 3, 1) в) 24 (1, 3, 4, 2, 4, 3, 2, 1, 3, 1) в) 

8 (1, 3, 1, 3, 4, 3, 2, 4, 2, 1) в) 25 (1, 2, 4, 2, 3, 4, 3, 1, 3, 1) в) 

9 (1, 2, 1, 3, 4, 3, 4, 2, 3, 1) б) 26 (1, 3, 2, 4, 3, 4, 3, 1, 2, 1) б) 

10 (1, 2, 3, 1, 3, 4, 3, 4, 2, 1) б) 27 (1, 2, 4, 3, 4, 3, 1, 3, 2, 1) б) 

 

(13) 



Продолжение таблицы 2 

1 2 3 4 5 6 

11 (1, 2, 4, 3, 1,3, 4, 3, 2, 1) б) 28 (1, 2, 3, 4, 3, 1, 3, 4, 2, 1) б) 

12 (1, 3, 4, 2, 1,3, 4, 3, 2, 1) б) 29 (1, 2, 3, 4, 3, 1, 2, 4, 3, 1) б) 

13 (1, 3, 4, 3, 4, 2, 3, 1, 2, 1) б) 30 (1, 2, 1, 3, 2, 4, 3, 4, 3, 1) б) 

14 (1, 2, 4, 3, 4, 3, 1, 3, 2, 1) б) 31 (1, 2, 3, 1, 3, 4, 3, 4, 2, 1) б) 

15 (1, 3, 4, 3, 2, 1, 2, 4, 3, 1) б) 32 (1, 3, 4, 2, 1, 2, 3, 4, 3, 1) б) 

16 (1, 3, 4, 3, 2, 1, 3, 4, 2, 1) б) 33 (1, 2, 4, 3, 1, 2, 3, 4, 3, 1) б) 

17 (1, 3, 4, 3, 4, 2, 1, 2, 3, 1) б) 34 (1, 3, 2, 1, 2, 4, 3, 4, 3, 1) б) 

 

Автоморфизм (13) переставляет типы МЭГ рисунка 1, б) и в).  

 

4 Решение задач маршрутизации в групповом полете БПЛА 

Проблеме совместного полета в группе в настоящее время уделяется большое 

значение в отечественной литературе [11,12] и за рубежом [13]. Доминирующие 

концепции для совместного полета группы две: централизованного [14,15], и 

децентрализованного управления [16,17,18]. В данной статье обсуждается 

применение множества ОЗМ в централизованном полете. 

При наличии нескольких ОЗМ возникают различные варианты планирования 

полета БПЛА как в одиночном и так в групповом полете на графе реперных точек. 

Предположение о равенстве времени прохождения ребер графа «семь мостов» 

позволяет планировать совместный полет нескольким БПЛА.  

ОЗМ №1 из таблицы 2 позволяет двум БПЛА организовать полет с 

интервалом в одно ребро без встречи в вершинах графа (схема 1). 

 

Схема 1. Полет группы БПЛА с интервалом одно ребро 



Номер 

столбца 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

1-й БПЛА 1 2 3 4 2 4 3 1 3 1| 2 3 4 2 4 

2-й БПЛА 
 

1 2 3 4 2 4 3 1 3 1| 2 3 4 2 

3-й БПЛА 
  

1 2 1 3| 2 4 2| 4 3 1| 2 1 3| 

 

В схеме 1 спланирован полет 3-х БПЛА без встречи в вершинах графа. 1-й и  

2-й БПЛА летят по ОЗМ №1 из таблицы 2. На выделенных ребрах встречаются два 

БПЛА. 3-й БПЛА летит по составному маршруту. 

В каждом столбце номера вершин разные, но на выделенных ребрах (2,4) и 

(1,3) БПЛА летят навстречу друг другу. Разделитель | показывает, где сшиваются 

одинаковые маршруты.  

Для обеспечения безопасности и скрытности мониторинга местности может 

быть применен рассредоточенный порядок полета группы БПЛА. Так ОЗМ №28 

позволяет организовать полет 3-х БПЛА с интервалом в три ребра без встречи в 

вершинах. Это представлено ниже на схеме 2. 

 

Схеме 2. Рассредоточенный полет группы БПЛА с интервалом три ребра 

Номер 

столбца 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

1 БПЛА 1 2 3 4 3 1 3 4 2 1| 2 3 4 

2 БПЛА 
   

1 2 3 4 3 1 3 4 2 1| 

3 БПЛА 
      

1 2 3 4 3 1 3 

4 БПЛА 
         

2 1 4 2 

 

Первые три БПЛА реализуют ОЗМ №28 из таблицы 2. БПЛА №4 летит по 



запрещенному ребру (1,4). Полет спланирован без встречи в вершинах графа. На 

выделенных ребрах встречаются два БПЛА. Эта схема показывает, что в каждом 

столбце номера вершин разные. Предположение о возможности полета 4-го БПЛА 

приводит к полету по неразрешенному ребру (1,4) для эйлеровых графов рисунка 1, 

б) и в), но оно допустимо для графа рисунка 1, г). Маршрут четвертого БПЛА в 

схеме №2 не является ОЗМ на графе рисунка 1, г). 

При применении к схеме 2 полета 4-х БПЛА автоморфизма (13) происходит 

изменение маршрутов всей группы БПЛА. Это следует из того, что автоморфизм 

переставляет номера вершин в маршрутах и тем самым номера ОЗМ в таблице 2. 

Например, γавт(m28) = γавт(1, 2, 3, 4, 3, 1, 3, 4, 2, 1) = (4, 2, 3, 1. 3, 4, 3, 1, 2, 4) → 

γраз,1 (4, 2, 3, 1. 3, 4, 3, 1, 2, 4) = (1. 3, 4, 3, 1, 2, 4, 2, 3, 1) =  m6  

Планирование полета с одновременным изменением ОЗМ в столбце №10 

показано на схеме 3, на которой рассматривается полет группы из схемы 2. 

 

Схема 3. Одновременное изменение маршрута группы БПЛА в вершине графа 

 при применении автоморфизма γавт 

Номер 

столбца  
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

1 БПЛА  1  2  3  4  3  1  3  4  2  1|  2  3|  1  

2 БПЛА     1  2  3  4  3|  1  3  1  2  4  

3 БПЛА        1  2  3  4  3|  4  3  

4 БПЛА           2  4  1|  2  

 

При нахождении группы в вершинах 10-го столбца все маршруты 



подвергаются преобразованию γавт из (13). Первые три БПЛА до 10-го столбца 

реализуют ОЗМ №28 из табл.2. После 10 столбца при действии автоморфизма ОЗМ 

№28 переходит в ОЗМ №6. 4-й БПЛА изменяет маршрут на противоположный и 

летит по запрещенному ребру (1,4). Полет спланирован без встречи в вершинах 

графа. На ребрах (1,3), (2,4) БПЛА встречаются. Если геометрия графа допускает 

несколько автоморфизмов, то вариантов изменения маршрутов в схемах 

совместного полета будет больше. Подобный подход справедлив для слежения за 

подвижными объектами, составляющими граф на местности.  

 

5 Планирование облета подвижных объектов при изменении  

геометрии графа реперных точек на местности 

Универсальная модель графа и алгоритм построения целевой функции для 

расчета ОЗМ позволяет планировать облет подвижных объектов при изменении 

геометрии графа. Для задачи мониторинга подвижных объектов это может 

соответствовать случаю разделения объектов наблюдения на несколько. Расчет ОЗМ 

с помощью целевой функции может быть применен для случая изменения числа 

вершин графа, как в сторону уменьшения, так и увеличения. Для анализа 

закономерностей при изменении геометрии графа рассмотрим случай добавление 

одной вершины у графа «семь мостов» и перехода его в граф «закрытое письмо» 

(рисунок 4, а). Эта трансформация происходит при раздвоении центральной 

вершины с номером 3 графа на рисунке 1 на две вершины с номерами 3 и 5 на графе 

рисунка 4.  

 



 

Рис.4. Граф «закрытое письмо»: а - граф не имеет кратных ребер;  

 б,  в и г - различные МЭГ с кратными ребрами 

 

Можно, применяя алгоритм расчета ОЗМ с помощью целевой функции, 

подсчитать методом перебора примерно за 1,5 часа на компьютере с процессором в 

3,4 Ггц, что для МЭГ рисунка 4, б), в) имеется по 120 ОЗМ. Можно, применяя ГА, 

получить ограниченное число ОЗМ, как и для графа «семь мостов». 

Можно из ОЗМ для МЭГ рисунка 1, б), в)  из таблицы 2 получить ОЗМ МЭГ 

рисунка 4, б) и  в) с помощью замены вершины с номером 3, расположенной рядом с 

вершиной 2, на 5 и добавления одной вершины с номером 5 рядом с вершиной 3. Из 

34 ОЗМ таблицы 2 можно получить в два раза больше ОЗМ для МЭГ рисунка 4, б), 

в). Это следует из способов трансформации каждого маршрута из таблицы 2. 

Например, 6-й ОЗМ  из таблицы 2 m6 = (1, 3, 4, 3, 1, 2, 4, 2, 3, 1) МЭГ рисунка 

1, в) переходит в два маршрута: m61 = (1, 3, 5, 4, 3, 1, 2, 4, 2, 5, 1) и m62 = (1, 3, 4, 5, 3, 

1, 2, 4, 2, 5, 1) МЭГ рисунка 4, в), а 28-й маршрут  m28 = (1, 2, 3, 4, 3, 1, 3, 4, 2, 1) 

МЭГ рисунка 1, б) из таблицы 2  преобразуется в маршруты: m28,1 = (1, 2, 5, 4, 3, 5, 1, 

3, 4, 2, 1), m28,2 = (1, 2, 5, 4, 3, 1, 5, 3, 4, 2,1) МЭГ рисунка 4, б). 

Рассмотрим схему №2 группового полета БПЛА по МЭГ рисунка 1, б).  



Если при нахождении аппаратов в вершинах графа 10-го столбца схемы 2 

происходит разделение вершины 3 на две 3 и 5, тогда маршруты группы должны 

проходит по ОЗМ нового графа с пятью вершинами. Это показано в схеме 4  

 

Схема 4. Планирование группового полета при изменении геометрии графа 

Номер 

столбца  

1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  

1-й БПЛА 

ОЗМ№28  

1  2  3  4  3  1  3  4  2  1|  2  5  4  3  

2-й 

БПЛА 

ОЗМ№28 на m6,1  1  2  3  4  3  1|  3  5  4  3  1  

3-й 

БПЛА 

ОЗМ №28 на γобр(m6,2)   1  2  3  4  3  1|  5  2  

4-й 

БПЛА 

Маршрут произвольный     2  4  3  1  5  

 

Полет трех БПЛА может быть организован на основе ОЗМ МЭГ рисунка 4, б) 

и в) соответственно: m28,1 = (1, 2, 5, 4, 3, 5, 1, 3, 4, 2, 1) для БПЛА №1; m6,1 = (1, 3, 5, 

4, 3, 1, 2, 4, 2, 5, 1) для БПЛА №2; γобр(m6,2)= γобр(1, 3, 4, 5, 3, 1, 2, 4, 2, 5, 1)=(1, 5, 2, 4, 

2, 1, 3, 5, 4, 3, 1) для БПЛА №3. Для БПЛА №4 подобрать ОЗМ на графе рисунка 4, 

б) из оставшихся возможных номеров вершин не удается. Из схемы №4 следует, что 

при уменьшении числа кратных ребер на графе уменьшается число ребер, на 

которых может находиться нескольких БПЛА.  

При автоматизации процесса выбора ОЗМ с помощью программы на БЦВМ 

для планирования полета группы БПЛА возможно решение различных схем 

совместного полета с изменяемой геометрией графа в реальном времени полета.  

Выводы 

- алгоритм построения целевой функции позволяет различным графам 

поставить в соответствие различные целевые функции Z(x1,x2,…,xn) из класса 



многочленов от нескольких переменных в зависимости от их геометрии и МЭГ; 

- целевая функция Z(x1,x2,…,xn) имеет простой код, так как является 

неотрицательным многочленом от нескольких переменных. Код программы 

минимизации целевой функции методом ГА является простым и наиболее 

прозрачным, так как нули многочлена совпадают с минимизирующими наборами, 

состоящими из номеров вершин графа, образующих ОЗМ; 

- целевая функция сводит задачу на условный экстремум (3) к задаче на 

безусловный экстремум, что упрощает применение ГА;  

- ограниченное число ОЗМ полученное ГА может быть увеличено в несколько 

раз за счет преобразований γобр, γраз и применения автоморфизмов графа {γавт}; 

- множество ОЗМ позволяет выбрать маршруты отвечающие условиям 

многокритериальных задач в одиночном и групповом полете; 

- первое слагаемое целевой функции Z1(x1,x2,…,xn) позволяет разделить своими 

значениями 1 и 2 ребра графа на принадлежащие ему или нет. Подобную 

информацию о графе несет матрица смежности, но функция Z1(x1,x2,…,xn) 

приспособлена к применению ГА; 

- целевая функция позволяет организовать методом прямого перебора в цикле 

по номерам вершин графа пересчет всех ОЗМ для любого связанного графа, но при 

этом может понадобиться непомерно большое время. ГА позволяет за короткое 

время получить ограниченное множество ОЗМ, которых для нужд планирования 

полета может оказаться достаточным; 

- существенное отличие задачи подсчета ОЗМ на произвольном графе от 

задачи коммивояжера, для которой ОЗМ состоит из двух маршрутов, предполагает  



применение как наиболее эффективного метода генетический алгоритм 

[19,20,21,22,23,24] в отличие от бинарного целочисленного программирования 

[25,26,27]; 

- для сокращения времени расчета с помощью ГА важно не только разработать 

целевую функцию с простым программным кодом, но и адаптировать к 

поставленной задаче операторы кроссовера, мутации и отбора особей, то есть 

использовать для этих целей собственные пользовательские функции для решаемой 

задачи [28]; 

На основании всего сказанного можно отметить, что алгоритм целевой 

функции и ГА могут быть использованы в бортовых алгоритмах БПЛА 

планирования маршрутов на графах реперных точек в реальном масштабе времени. 
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