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Аннотация 

В данной работе рассматриваются некоторые аспекты применения 

дробного исчисления в исследовании массопереноса в средах с фрактальными 

свойствами. Решена задача для стационарного уравнения переноса вещества в 

режимах супер диффузии и аномальной адвекции. Изучены свойства решения  

краевой задачи для одномерного уравнения адвекции-диффузии дробного 

порядка. 
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Введение 

 Настоящая работа посвящена исследованию краевой задачи для уравнения 

диффузии дробного порядка: 
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− ∂ −∫  – производная дробного порядка (в смысле 

Римана-Лиувилля) 21 << α  [1]. Такие краевые задачи возникают при описании 

физических процессов стохастического переноса, при изучении фильтрации 

жидкости в сильно пористой фрактальной среде. 

 Дифференциальное уравнение диффузии дробного порядка 

),(),(
0 txuD

t
txu α

+=
∂

∂  описывает эволюцию некоторой физической системы с 

потерями, причем показатель α  дробной производной ),(0 txuDα
+  указывает на долю 

состояний системы, сохраняющихся за все время эволюции. 

 Такие системы могут быть классифицированы как системы с «остаточной 

памятью», занимающие промежуточное положение между системами, 
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обладающими «полной памятью», с одной стороны и Марковскими системами, с 

другой. 

 Развитие дробного исчисления способствовало разработке фрактальной 

теории переноса, что привело к созданию нового математического аппарата для 

описания диффузионных процессов [1], [2]. С его использованием в данной работе 

изучается краевая задача для уравнения (1). 

 

Постановка задачи 

Рассматривается  краевая задача (1), (2), (3). Имеют место следующие 

теоремы:  

Теорема 1. Функция 1
,
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α αϕ λ λ
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=∑  является решением 

задачи (1), (2), (3). Здесь ∑
∞

= +Γ
=
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xxE
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λλ
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α
αα  – известная функция Миттаг-

Леффлера [3], а nϕ  – соответствующие коэффициенты Фурье. 

Теорема 2. Решение ( ; )u x t  краевой задачи (1), (2), (3) удовлетворяет 

условиям:   а) ,0),(lim =
+∞→

txu
t

  б) .0),(lim =
∞→

txutt
 

Приведем доказательства этих теорем. 

Доказательство теоремы 1. Найдем непрерывное в замкнутой области 

(0 1, 0 )x t T≤ ≤ ≤ ≤ решение однородного дробного дифференциального уравнения 



4 

                                                             ( , ) ( , )t xu x t D u x tα= ,                                                (1) 

удовлетворяющее начальному условию 

                                                      ( ,0) ( )u x xϕ= ;          0 1x≤ ≤                                        (3) 

и однородным граничным условиям 

                                                   (0, ) 0u t = ,   (1, ) 0u t = ;   0 t T≤ ≤ .                                  (2) 

 Для решения этой задачи рассмотрим, как принято в методе разделения 

переменных [4], сначала основную вспомогательную задачу: 

 найти решение уравнения 

                                                             ( , ) ( , )t xu x t D u x tα= ,                                                (1) 

не равное тождественно нулю, удовлетворяющее однородным граничным условиям 

                                                         (0, ) 0u t = ,   (1, ) 0u t =                                                 (2) 

и представимое в виде 

                                                              ( , ) ( ) ( )u x t x tω ρ= ,                                                 (4) 

где ( )xω  – функция только переменного x , ( )tρ  – функция только переменного t . 

 Подставляя предполагаемую форму решения (4) в уравнение (1) и производя 

деление обеих частей равенства на ( ) ( )x tω ρ , получим: 

                                                              ( ) ( )
( ) ( )

xt D x
t x

αρ ω λ
ρ ω
′

= = ,                                           (5) 

где constλ = , так как левая часть равенства зависит только от t , а правая – только от x . 

 Из (5) следует, что 
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                                                            ( ) ( )xD x xαω λω= ,                                                 (6.1) 

                                                                ( ) ( )t tρ λρ′ = .                                                   (6.2) 

Граничные условия (3) дают: 

                                                                (0) 0ω = ,   (1) 0ω = .                                            (7) 

Таким образом, для определения функции ( )xω мы получили задачу о собственных 

значениях (задачу Штурма-Лиувилля) 

                                                   ( ) ( )xD x xαω λω= ,   (0) 0ω = ,   (1) 0ω = ,                         (8) 

изученную в работах [5], [6], [7]. В этих работах было показано, что только для 

собственных значений nλ , являющихся нулями функции , ( )Eα α λ , существуют 

собственные функции задачи (8), равные 

                                                               1
, ( )n nx E xα α

α αω λ−= .                                            (9) 

Этим собственным значениям nλ , очевидно, соответствуют решения уравнения (6.2) 

                                                                    exp{ }n n ntρ ϕ λ= , 

где nδ  – неопределенные пока коэффициенты. 

 Возвращаясь к основной вспомогательной задаче, видим, что функции 

                                          1
,( , ) ( ) ( ) exp{ } ( )n n n n n nu x t x t t x E xα α

α αω ρ ϕ λ λ−= =  

являются частными решениями уравнения (1), удовлетворяющими нулевым 

граничным условиям. 

 Обратимся теперь к решению задачи (1), (2), (3). Формально составим ряд 
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                                                1
,

1
( , ) exp{ } ( )n n n

n
u x t t x E xα α

α αϕ λ λ
∞

−

=

=∑ .                              (10) 

Функция ( , )u x t удовлетворяет граничным условиям, так как им удовлетворяют все 

члены ряда. Требуя выполнения начальных условий, получаем: 

                                                 1
,

1
( ) ( ,0) ( )n n

n
x u x x E xα α

α αϕ ϕ λ
∞

−

=

= =∑ .                               (11) 

 В [8] было показано, что система функций 1
, 1{ ( )}n n nx E xα α

α αω λ− ∞
==  образует 

базис в 2 (0,1)L . Так как базис 1
, 1{ ( )}n n nx E xα α

α αω λ− ∞
==  не ортогональный, то вместе с 

системой nω  будем рассматривать систему 1
, 1{(1 ) ( (1 ) )}n n nz x E xα α

α α λ− ∞
== − −  – 

биортогональную к системе nω  [9]. Вообще говоря, система 

1
, 1{(1 ) ( (1 ) )}n n nz x E xα α

α α λ− ∞
== − −  – это система собственных функций сопряженной 

задачи [10]. 

 Теперь неизвестные коэффициенты nϕ  можно определить с помощью системы 

функций 1
, 1{(1 ) ( (1 ) )}n n nz x E xα α

α α λ− ∞
== − − : 

                                                                  ( ( ), )n nx zϕ ϕ= ,                                               (12) 

где ( ( ), )nx zϕ  – скалярное произведение функций ( )xϕ  и nz . 

 Рассмотрим теперь ряд (10) с коэффициентами nϕ , определяемыми по 

формуле (12) и покажем, что этот ряд удовлетворяет всем условиям задачи (1), (2), 

(3). Для этого нужно доказать, что функция, определяемая рядом (10) 
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дифференцируема, удовлетворяет уравнению (1) в области 0 1x< < , 0t >  и 

непрерывна в точках границы этой области (при 0t = , 0x = , 1x = ). 

 Так как уравнение (1) линейно, то в силу принципа суперпозиции ряд, 

составленный из частных решений, также будет решением, если он сходится и его 

можно дифференцировать почленно один раз по t  и дважды по x  (1 2α< < ).  

Докажем, что для любых 0 1x≤ ≤  и 0 t T≤ ≤  ряд (10) сходится абсолютно. Так 

как достаточно большие по модулю нули nλ  функции , ( )nE xαα α λ  находятся вне 

замкнутого угла ( ): arg
2n n
απλ λ ≤ 

 
, то arg ( )

2n
πλ >  [11]. В этом случае 

справедливы следующие соотношения [11]: 

                                                              | exp{ }| 1ntλ < ,                                                      (13) 

                                                           ,
1| ( ) |

1 | |n
n

Eα β λ
λ

≤
+

.                                                (14) 

Для достаточно больших (по абсолютной величине) нулей nλ  функции , ( )nEα α λ  

также справедливо следующее соотношение [11]: 

1

2 (1 ) ln(2 ) ln (1)
2 ( )

(1 )ln(2 ) ln (1) 2 (1 ) ,
( ) 2

n n i n i O

n O n i

α π αλ π α π
α
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   = − + + + + − +   Γ −   

  

откуда следует, что 
2 21

2| | (1 )ln(2 ) ln (1) 2 (1 )
( ) 2n n O nα α πλ α π π α
α

   = − + + + + − +   Γ −   
  

[ ]2 2 2(1 )ln(2 ) (2 ) ( ).n n O nα π π+ +   
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Таким образом,  

                                                      | | ( )n O nαλ  .                                                              (15) 

С учетом (13), (14) для ряда (10), получаем: 

             1
, ,

1 1| ex p {} ( ) | | | | ( ) | | | | |
1 | | | |n n n n n n n

n n

t x E x E x
x x
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+
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Рассмотрим теперь мажорирующий ряд 
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Воспользовавшись эквивалентностью (15), мажоранту (16) запишем в виде 

                                                           
1

1
n nα

∞

=
∑ ,     (1 2α< < ).                                             (17) 

Как видно, ряд (17) является сходящимся обобщенным гармоническим рядом, из 

чего следует абсолютная сходимость ряда (10) для любых 0 1x≤ ≤  и 0 t T≤ ≤ . 

Покажем теперь, что при 0t t≥ ≥  ( t  – любое вспомогательное число) ряды 

производных 
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сходятся равномерно. Сформулируем дополнительные требования, которым должна 

удовлетворять функция ( )xϕ . Предположим сначала, что ( )xϕ  ограничена, 

| ( ) |x Mϕ < ; тогда 

                                              
1

0

| | 2 ( ) ( ) 2n nz d Mϕ ϕ ξ ξ ξ= <∫ , 
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откуда следует, что   1
,

( , ) 2 | exp{ } ( ) |n
n n n

u x t M t x E x
t

α α
α αλ λ λ−∂

< <
∂

 

                                              
1 12 | | 2 | | 2

1 | | | |n n
n n

M M Mλ λ
λ λ
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 для t t≥ . 

и аналогично, учитывая что 1 1
, ,( ) ( )

m
m

m
d z E z z E z
dz

β α β α
α β α β

− − −
−

    =    
, 

                                       
22

1
,2

( , )
2 ( ) exp{ }n

n n
u x t M x E x t

x x
α α

α α λ λ−∂ ∂   = =   ∂ ∂ 
                          

                                                      3
, 22 | ( ) || exp{ } | 2n nM x E x t Mα α

α α λ λ−
−= <      для t t≥ . 

 Отсюда следует, что при 0t >  ряд (10) представляет собой функцию, 

дифференцируемую почленно один раз по t  и два раза по x , а значит, имеющую 

производную порядка α , так как 1 2α< < . 

Если функция ( )xϕ непрерывна, имеет кусочно-непрерывную производную и 

удовлетворяет условиям (0) 0ϕ =  и (1) 0ϕ = , то ряд (10) определяет непрерывную 

функцию при 0t ≥ . 

Действительно, из неравенства 

                          ( )| , | | |nu x t ϕ<       (при 0t ≥ , 0 1x≤ ≤ ) 

сразу же следует равномерная сходимость ряда (10) при 0t ≥ , 0 1x≤ ≤ , что и 

доказывает справедливость сделанного выше утверждения, если учесть, что для 

непрерывной и кусочно-гладкой функции ( )xϕ  ряд из модулей коэффициентов 

Фурье сходится, если (0) (1) 0ϕ ϕ= = . 
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 Таким образом, краевая задача для дробного дифференциального уравнения 

адвекции-диффузии решена полностью. 

Доказательство теоремы 2.  

Докажем соотношение (а) lim ( , ) 0
t

u x t
→+∞

= . Известно, что решение задачи (1), 

(2), (3) имеет вид 

∑
∞
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−=
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,
1 )(}exp{),(
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nnn xExttxu α
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α λλδ . 

 Найдем оценку сверху для абсолютной величины  решения );( txu : 
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α λλδ                                

Как известно [11], для достаточно больших по модулю нулей функции 

)(,
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∞
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Также известно [11], что  )(~ αλ nOn  и 
2

)arg( απλ ≤n , тогда для достаточно  

большого n  

)))}sin(arg())(cos(arg(exp{}exp{ tittt nnnn λλλλ += = 
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= ))}cos(arg(exp{ tt nn λλ =
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2
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 +

2
cos)(exp εαπαtnO . 

 Отсюда следует, что 

1 1
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∞ ∞
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Проводя вышеуказанное доказательство, мы можем получить, что 

0),(lim =
+∞→

txu
t

. 

Докажем соотношение (б) .0),(lim =
∞→

txutt
                                                               

Очевидно, что     

∑
∞

=

−=′
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,
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nnnnt xExttxu α

αα
α λλλδ  

Пусть для  достаточно большого t                                              

                            α
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x
txExt
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nnnnnn +

⋅⋅≤⋅
−

−

1
}exp{)(}exp{

1

,
1 .              
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exp{ ( )}

t

tn

O n
O n

α

α→∞
= , то 

1
1

, 2

( ) ( ) 1 1exp{ } ( ) .
(exp{ ( )}) 1 ( )n n n n n t t

n

O n x O nt x E x O
O O n t x O n n n

α α α
α α
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 Пусть 1O
nα

 
 
 

∑  сходится, тогда из вышеуказанных неравенств следует 

.0),(lim =
∞→

txutt
 

Таким образом, в данной работе доказано, что решение краевой задачи для 

дробного дифференциального уравнения адвекции-диффузии ),(),( 0 txuDtxut
α
+= , с 

заданными краевыми условиями 0),1(),0( ==+ tutu ,  )()0,( xxu δ= , удовлетворяет 

условиям 0),(lim =
+∞→

txu
t

,  .0),(lim =
∞→

txutt
 

Заключение 

В данной работе полностью решена задача и изучены свойства решения 

задачи для стационарного уравнения переноса вещества в условиях супер диффузии 

и аномальной адвекции. Полученные результаты могут быть использованы в теории 

фильтрации жидкости и газов в средах с фрактальной структурой, а также при 

моделировании изменения температуры в нагретом стержне. 
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