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Аннотация. Рассматривается задача оптимального управления пространственным относительным 
движением космического аппарата с двигателем конечной тяги на околокруговых орбитах. Движение 
описывается в безразмерных переменных. В плоскости орбиты движение представлено вековыми и 
периодическими отклонениями, в боковой плоскости – амплитудой колебаний космического аппарата 
относительно базовой орбиты. Рассмотрены два варианта управления относительным движением: пер-
вый – совместное управление продольными и боковыми составляющими, второй – поэтапное управ-
ление, т. е. коррекция продольного, а затем коррекция бокового движения. В качестве критерия выбора 
оптимального управления принята общая продолжительность относительного движения. Выполнены 
расчеты оптимального управления для характерных граничных условий, приведены оценки степени 
неоптимальности раздельного управления при непрерывной работе двигателей.
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Abstract
The article presents the study of optimal control programs for spatial relative motion at near-circular orbit.
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Two spacecraft, namely maneuvering, equipped with engine of fi nite thrust, and passive, located in a circular 
orbit are being considered.

The problem of bringing the maneuvering spacecraft to the specifi ed position relative to the passive one is being set.
Equations in cylindrical reference frame, which origin is placed in center of mass of the passive aircraft, and 

equations of motion are linearized near the passive spacecraft orbit, are used for construction of the dimensionless 
and invariant to the datum orbit mathematical model of relative motion.

New variables, describing the relative motion in the orbit plane in terms of the secular and periodical motion, 
and in the form of the maneuvering spacecraft oscillations amplitude and phase relative to the passive one, are 
introduced.

The authors demonstrate that longitudinal motion in linear approximation is associated with the lateral one 
only through the controlling accelerations, in which connection two control options are considered. The fi rst one 
is joint, when both longitudinal and lateral motion components change simultaneously, and no limitations are 
imposed herewith on the thrust vector orientation of the maneuvering spacecraft. The second one, which is no less 
common, supposes sequential longitudinal component elimination of the relative motion, and then the lateral one.

Time optimal controls are obtained with the Pontryagin maximum principle application. The optimization 
problem is reduced to a two-point boundary problem for a system of diff erential equations, which is solved for 
three qualitatively diff erent boundary conditions, namely the longitudinal periodic motion correction dominance, 
the requirements of longitudinal secular motion correction and the requirements of the lateral motion correction 
dominance.

An additional calculation of the required turning speed of the active spacecraft was performed to the optimal 
control program accomplishment, which indicated the necessity of introducing the passive sections on the trajectory 
at time instants corresponding to an almost instantaneous turn of the spacecraft by one hundred and eighty degrees 
around its axis.

Keywords: relative motion of spacecraft, orbital cylindrical reference frame, dimensionless parameters of motion, 
longitudinal and lateral motion, secular and periodic motion components, control with free orientation of thrust.
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Введение
В научной литературе относительным движением 

называется движение маневрирующего космиче-
ского аппарата в близкой окрестности пассивного 
космического аппарата. Задача управления относи-
тельным движением связана с задачами сближения 
космических аппаратов [1], организации их груп-
пового полета, с задачей приведения космического 
аппарата в точку стояния на геостационарной орбите 
и с задачей оптимизации траекторий увода фраг-
ментов космического мусора с применением специ-
ального космического аппарата – сборщика мусора.
Современные космические аппараты могут 

оснащаться двигателями разных типов – хими-
ческими (импульсными) двигателями большой 
тяги и электроракетными двигателями малой 
тяги, которые позволяют выполнять длительные 
транспортные операции с высокой энергетической 
эффективностью.
В настоящей статье рассматривается оптими-

зация относительного движения космического 
аппарата с двигателем конечной тяги по критерию 
быстродействия.
Для решения задач оптимизации используются 

методы, основанные на применении формализма 

принципа максимума Понтрягина [2], динамиче-
ского программирования Беллмана [24], необходи-
мых условий оптимальности теории базис-векторов 
[4–6], метода неопределенных множителей Лагран-
жа [7–9]. Известны также методы оптимизации, ос-
нованные на сведении исходной оптимизационной 
задачи к конечномерной параметрической [10–12], 
и более современные методы, основанные на при-
менении генетических алгоритмов, эволюционных 
алгоритмов и их комбинаций [13–18].
Настоящая статья написана в развитие исследо-

ваний авторов [19, 20]. Ставится задача определения 
оптимального управления пространственным от-
носительным движением с применением принципа 
максимума Понтрягина на базе линеаризованной 
модели относительного движения, полученной пу-
тем линеаризации уравнений движения в орбиталь-
ной цилиндрической системе координат. Введены 
новые переменные, описывающие относительное 
движение в терминах вековых и периодических 
составляющих относительного движения, урав-
нения для которых инвариантны по отношению 
к проектным характеристикам маневрирующего 
космического аппарата и высоте опорной орбиты. 
Проведено сравнение различных схем управления, 
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в том числе предусматривающих раздельное управ-
ление продольным и боковым движением.

Математическая модель относительного движения
Рассмотрим движение активного космического 

аппарата (КА2) в близкой окрестности пассивного 
(КА1). Линеаризованные уравнения движения КА2 
имеют вид [21–23]:
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Здесь ∆r – разность радиус-векторов; ∆u – раз-
ность угловых координат; ∆z – разность боковых 
координат, ∆Vr, ∆Vu, ∆Vz – разность радиальной, 
трансверсальной и боковой скорости  соответствен-
но; r1, Vr1

, Vu1
 – радиус-вектор, радиальная и транс-

версальная скорость КА1; aS, aT, aW – проекции 
ускорения от тяги a двигательной установки КА2
в радиальном, трансверсальном и боковом на-
правлении соответственно; μ – гравитационный 
параметр.
В большинстве практических задач ∆r << r1, 

эксцентриситет орбиты КА1 мал (e < 0,01), что по-
зволяет считать Vr1

 = 0 и дополнительно упростить 
уравнения (1):
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где 1L u r     ; λ – угловая скорость КА1.

Рис. 1. Параметры относительного движения КА1 и КА2

В продольном относительном движении выде-
лим вековые и периодические параметры [21–23] 
относительного движения (рис. 1). Введем пере-
менные [24]:

                 

   

 
     


   



  
    

 
     


 

  


 



ñð

ñð

2
2ñð

ñð

2
2

2 ;

2 ;

;
4

;

tg( ) ;
2

tg( ) .

u

r

z
z

r

u

z
z

V
r r

V
L L

L L
l r r

V
l z

V
r V

z
V

 (3)

Здесь вековые продольные параметры отно-
сительного движения: ∆rср – среднее радиальное 
смещение; ∆Lср – среднее орбитальное смещение; 
l – амплитуда продольных колебаний. Вековой па-
раметр бокового движения lz – амплитуда боковых 
колебаний; φ и φz – фаза колебаний – периодиче-
ские продольный и боковой параметры. Амплитуда 
продольных колебаний также известна как «малая 
полуось эллипса относительного движения» [20].
Дифференциальные уравнения для переменных 

(3) примут вид:
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Анализ уравнений (4) показы-
вает, что при малых l  и lz возника-
ет вычислительная особенность
в уравнениях для φ и φz, связан-
ная с делением на малый пара-
метр. Во избежание указанных 
трудностей, введем новые пере-
менные:
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и окончательно получим систему уравнений отно-
сительного движения, не имеющую вычислитель-
ных особенностей:
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Рассмотрим вариант управления, предпола-
гающий отсутствие ограничений на ориентацию 
вектора тяги. В этом случае запишем:
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Здесь α – угол отклонения вектора тяги от транс-
версального направления,  – угол отклонения 
вектора тяги от плоскости орбиты.
Уравнения (5) запишем в безразмерном виде:
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Переход от размерных переменных к безраз-
мерным выполняют по формулам:
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Безразмерная система уравнений (7) не зависит 
от высоты орбиты КА1 и от ускорения от тяги КА2 
(символ «–» над обозначением параметра будет 
опущен).

Совместное оптимальное управление
относительным движением
Построим оптимальное управление относи-

тельным движением без ограничений на управле-
ние. Ставится задача определения оптимальных 
программ управления – зависимостей αопт и βопт
от времени, удовлетворяющих граничным услови-
ям задачи
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и доставляющих минимум критерию

 
ê

0

1 min .
t

J dt

В соответствии с общим алгоритмом принципа 
максимума Понтрягина запишем гамильтониан 
системы (7):
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Здесь Ψ∆rср, Ψ∆Lср, Ψlx, Ψly, Ψxz, Ψyz – сопряженные 
переменные, уравнения для которых имеют вид:
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Сопряженная система имеет аналитическое 
решение:
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Оптимальное управление определим из условия 
максимума гамильтониана (9):
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Проверим необходимое условие максимума 
гамильтониана (9) при управлении (12). Вторые 
производные гамильтониана по управлению
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Согласно теории, если ac – b2 > 0 и a < 0, то 
функция H достигает максимума по управлению 
в любой момент времени. В рассматриваемом 
случае сомножители a и c могут принимать только 
отрицательные значения, их произведение только 
положительно, следовательно, управление (12) 
доставляет максимум гамильтониану (9) в любой 
момент времени.
Таким образом, вариационная задача сведена 

к краевой для системы уравнений движения (7) с 
управлением (12) и сопряженной ей системы (10), 
которая заключается в определении начальных 
значений сопряженных переменных, удовлетво-
ряющих граничным условиям (8).

Поэтапное управление относительным движением
Так как боковое движение может быть рассмо-

трено отдельно от продольного, то представляется 
возможным разделить процесс управления на эта-
пы. На первом этапе происходит коррекция про-
дольного движения, на втором – бокового. Такой 
вариант управления рассматривался и в других 
публикациях [25].
Оптимальное управление на первом этапе

по критерию минимума общего времени определя-
ется первым равенством системы (12).
Для второго этапа (коррекция бокового дви-

жения) определим оптимальное управление. Вы-
пишем уравнения бокового движения:

                                    


 







;
2

.

W
z z

z z

x y

y x
 (13)

Здесь δW принимает значения {–1; 1}.
Определим оптимальное управление системой 

(13). Гамильтониан системы имеет вид

                    
 

      
 

1,
2z z
W

x z y zH y x  (14)

где Ψxz, Ψyz – сопряженные переменные, опреде-
ляемые третьей строкой системы (10) или пятой
и шестой системы (11).
Оптимальное управление определим из условия 

максимума гамильтониана (14):

                                 îïò
sign .

zW x    (15)

Таким образом, вариационная задача сведена 
к краевой для системы уравнений движения (13)
с управлением (12) и сопряженной ей системы (10) 
(третья строка), которая заключается в определении 
начальных значений сопряженных переменных, 
удовлетворяющих граничным условиям (8) в части 
бокового движения.

Численное решение краевых задач
Получены оптимальные управления для трех, 

качественно разных, типов граничных условий, 
показанных в табл. 1, где вариант 1 соответствует 
доминированию требования коррекции периоди-
ческого движения, вариант 2 – доминированию 
требования коррекции бокового движения и 
вариант 3 – доминированию требования коррек-
ции векового движения. Параметры движения в 
конечный момент времени приняты нулевыми, 
хотя следует отметить, что для маневра сближения 
космических аппаратов они могут и должны быть 
отличными от нуля исходя из требований безопас-
ности [27, 28].
В табл. 2 приведены результаты решения задач 

управления для введенных граничных условий 
методом совместного и поэтапного управления.

                                                              Таблица 1
Граничные условия задач

Вариант ∆rcp0 ∆lcp0 l0 lz0

1 1 140 10 2

2 2 140 2 10

3 20 2800 2 10

Как следует из табл. 2, поэтапное управление не 
оптимально по сравнению с совместным.
На рис. 2–4 представлены примеры оптималь-

ных траекторий и параметров управления для 
граничных условий из табл. 1.
Как следует из рис. 2, оптимальная зависимость 

угла отклонения вектора тяги от радиус-вектора 
(угол α) на витке изменяется от –180 до 180. 
Такое управление характерно для коррекции ма-
лой полуоси эллипса относительного движения, 
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Таблица 2
Результат решения задач управления (затраты времени)

Гранничные
условия

Совместное
управление

Поэтапное управление

Коррекция продольного 
движения

Коррекция бокового
движения

Суммарные
затраты

1 20,2447 19,9914 6,2832 26,2746

2 31,7952 17,9401 31,4159 49,3560

3 72,4283 70,9021 31,4159 102,3180

а – траектории векового движения

б – зависимость малой полуоси эллипса
относительного движения от времени

в – ззависимость боковых колебаний 
от времени

г – зависимость угла отклонения тяги
от трансверсального направления в плоскости

орбиты α и его производной от времени

д – зависимость угла отклонения тяги
от плоскости орбиты β и его производной

от времени

Рис. 2. Пример I: траектории в координатах ∆rcp – ∆Lcp (а), зависимости амплитуды продольных колебаний
              от времени (б), зависимости амплитуды боковых колебаний от времени (в) и зависимости параметров
              оптимального управления от времени (г, д) для граничных условий 1 по табл. 1 (доминирование
              требования коррекции продольного периодического движения)

которая практически на всем интервале времени 
монотонно уменьшается. Нарушение этого прин-
ципа приходится на безразмерное время, большее 
15, когда происходит одновременная «подгонка» 
периодического и векового движения. Наиболее 
сильное уменьшение амплитуды боковых коле-
баний происходит при прохождении маневриру-

ющим КА апогея орбиты при безразмерном ∆Lср, 
равном 120, 70 и 20, что соответствует безразмер-
ному времени 5, 10 и 15, в эти же моменты времени 
угол отклонения вектора тяги от плоскости орбиты
(угол β) достигает наибольших по модулю значений,
а также наблюдаются «рывки» уменьшения ампли-
туды боковых колебаний. Представляет интерес 
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разрыв производной угла α в момент безразмер-
ного времени 15. Он обусловлен переключением 
режима указанного угла с коррекции периодиче-
ского движения на коррекцию векового. В момент 
безразмерного времени 15 скорость изменения 
угла β большая, но конечная.
Как следует из рис. 3, оптимальная программа 

угла отклонения вектора тяги от радиус-вектора 
(угол α) имеет две характерных области. Первая 
расположена в интервале безразмерного времени 
0 ... 12 (или ∆Lср от 140 до 120) и 20 ... 31.7952 (или 
∆Lср от 40 до 0), а вторая расположена в интер-
вале безразмерного времени 12 ... 20. В первой 
области угол отклонения тяги от радиус-векто-
ра близок сначала к 0°, затем к 180. Во второй 
области он изменяется от минус до плюс 180. 
Такая структура управления характерна для со-

а – траектории векового движения

б – зависимость малой полуоси эллипса
относительного движения от времени

в – ззависимость боковых колебаний 
от времени

г – зависимость угла отклонения тяги
от трансверсального направления в плоскости

орбиты α и его производной от времени

д – зависимость угла отклонения тяги
от плоскости орбиты β и его производной

от времени

Рис. 3. Пример II: траектории в координатах ∆rcp – ∆Lcp (а), зависимости амплитуды продольных колебаний
              от времени (б), зависимости амплитуды боковых колебаний от времени (в) и зависимости параметров
              оптимального управления от времени (г, д) для граничных условий 1 по табл. 1 (доминирование
              требования коррекции бокового периодического движения)

поставимого изменения малой полуоси эллипса 
относительного движения и векового движения. 
В первой области изменение вековых составляю-
щих движения близко к монотонному, изменение 
малой полуоси эллипса относительного движения 
колебательно. Во второй области изменение ве-
кового движения колебательно, изменение малой 
полуоси относительного движения монотонно. 
На протяжении всего маневра угол отклонения 
вектора тяги от плоскости орбиты β колеблется 
между амплитудными значениями – от минус до 
плюс 90, а характер изменения амплитуды боко-
вых колебаний монотонный и, в отличие от ранее 
рассмотренного случая, близкий к равномерному, 
без «рывков» при прохождении маневрирующим 
КА апогея орбиты. Разрыв производной угла α
в момент безразмерного времени 6 обусловлен пе-
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а – траектории векового движения

б – зависимость малой полуоси эллипса
относительного движения от времени

в – зависимость боковых колебаний 
от времени

г – зависимость угла отклонения тяги
от трансверсального направления в плоскости

орбиты α и его производной от времени

д – зависимость угла отклонения тяги
от плоскости орбиты β и его производной

от времени

Рис. 4. Пример III: траектории в координатах ∆rcp – ∆Lcp (а), зависимости амплитуды продольных колебаний
              от времени (б), зависимости амплитуды боковых колебаний от времени (в) и зависимости параметров
              оптимального управления от времени (г, д) для граничных условий 1 по табл. 1 (доминирование
              требования коррекции векового движения)

реключением режима угла α с коррекции векового 
движения на коррекцию периодического. Важно 
указать на разрывы производной угла β. Они имеют 
место при «скачкообразном» переключении угла
с минус 90 на плюс 90.
Как следует из рис. 4, оптимальная программа 

угла отклонения вектора тяги от радиус-вектора 
(угол α) содержит две характерные области. Первая 
в интервале безразмерного времени 0 ... 25, угол 
отклонения тяги от радиус-вектора близок к 0. 
Вторая область расположена в интервале безраз-
мерного времени 25 ... 71,3974, угол отклонения 
тяги близок к 180. Такое управление характерно 
для доминирования коррекции векового движе-
ния. В указанных областях характер зависимости 
малой полуоси эллипса относительного движения 
от безразмерного времени колебательный, веково-
го движения – монотонный. Амплитуда боковых 

колебаний уменьшается до заданного значения 
практически монотонно, наиболее быстрое ее 
изменение приходится на момент безразмерно-
го времени 20 … 40, когда угол отклонения тяги 
от плоскости орбиты достигает наибольших по 
модулю значений. В это же время компонента 
движения ∆rср равна 30 … 40, наблюдается наи-
большее удаление маневрирующего КА от центра 
Земли, следовательно, маневрирующий КА имеет 
минимальную скорость. Зависимость угла β от вре-
мени аналогична случаю, показанному на рис. 3 
(доминирование требования коррекции бокового 
движения), с той лишь разницей, что здесь угол не 
достигает амплитудных значений. Природа раз-
рывов производных углов α и β рассмотрена ранее.
По результатам расчетов можно заключить, что 

целесообразно ввести пассивные участки на траек-
тории в следующие моменты времени:
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1. При переключении режима отклонения угла 
α с коррекции векового движения на коррекцию 
периодического.

2. В моменты переключения угла β между ам-
плитудными значениями при сопоставимом или 
доминирующем над остальными граничными усло-
виями требовании коррекции бокового движения.
Введение пассивных участков в указанные мо-

менты времени снизит требования к скорости раз-
ворота космического аппарата для ориентации тяги 
в требуемом направлении и позволит ограничиться 
более простой аппаратурой управления угловым 
движением рассматриваемого аппарата.

Выводы
С применением принципа максимума Пон-

трягина задача оптимального управления отно-
сительным движением космического аппарата с 
двигателем конечной тяги сведена к двухточечной 
краевой задаче. Получена оптимальная программа 
управления для поэтапного и совместного управ-
ления составляющими относительного движения. 
Сравнение совместного и поэтапного управления 
показало, что поэтапное управление не оптимально 
с точки зрения целевого критерия. Выполнен расчёт 
траекторий движения для разных типов граничных 
условий: доминирование векового движения, доми-
нирование периодического движения в плоскости 
орбиты или в боковой плоскости. Показано, что тип 
граничных условий существенно влияет на характер 
оптимального управления.
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