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Предложена математическая модель процесса формирования температурного поля в 
двухслойной разделительной системе, имитируемой изотропной стенкой постоянной 
толщины с анизотропным покрытием одной из ее поверхностей, подверженной локаль-
ному тепловому воздействию в условиях теплообмена с внешней средой. Показано, что 
температурное поле изучаемой системы представляет собой сумму двух независимых ад-
дитивных составляющих. С применением интегрального преобразования Лапласа найде-
но аналитическое решение для первой из аддитивных составляющих температурного по-
ля, формируемого за счет различия начальной температуры двухслойной системы и тем-
ператур внешних разделяемых сред. Идентифицирована вторая независимая аддитивная 
составляющая температурного поля, формируемого за счет воздействия нестационарного 
пространственно-распределенного теплового потока на внешнюю поверхность анизо-
тропного покрытия двухслойной системы при совпадении ее начальной температуры с 
температурами внешних разделяемых сред. С применением методов интегральных пре-
образований в аналитически замкнутом виде найдено решение соответствующей задачи 
нестационарной теплопроводности. Полученные результаты подтверждают обнаружен-
ный ранее эффект «сноса» температурного поля в анизотропном материале с анизотропи-
ей свойств общего вида. 

Ключевые слова: изотропная разделительная стенка, анизотропное покрытие, ло-
кальное тепловое воздействие, интегральные преобразования. 

Введение 

Необходимость решения практически важ-
ной задачи разработки эффективных методов 
теплозащиты конструкций [1–4] непосред-
ственно связана с развитием методов математи-
ческого моделирования в сопряженных твердых 
телах [5–9]. При этом, как правило, конструк-
цию имитируют изотропным полупростран-
ством или (значительно реже) плоской стенкой, 
которую можно рассматривать как элемент ре-
ального объекта исследований. 

Одно из перспективных направлений в облас-
ти теплозащиты конструкций связано с исполь-

зованием термоэлектрических эффектов [2, 10], 
реализуемых термоактивной прокладкой, явля-
ющейся средством управляемого внешнего воз-
действия на температурное поле объекта путем 
регулирования силы тока или использования 
обратной связи [11–16]. Трудности, которые 
приходится преодолевать при проведении па-
раметрического анализа температурных полей 
конструкций с активной теплозащитой, имити-
руемой изотропным покрытием постоянной 
толщины с термоактивной прокладкой, из-
вестны [11–16]. Они еще усугубляются при 
использовании в качестве покрытий современ-
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ных композиционных материалов, обладаю-
щих значимой степенью анизотропии [7, 17]. 
Исследования по рассматриваемому вопросу 
немногочисленны [16–22], а любой новый ре-
зультат, полученный аналитическими метода-
ми, имеет и теоретическое, и конкретное при-
кладное значение. 

Цель проведенных исследований – нахожде-
ние в аналитически замкнутом виде решения 
задачи определения температурного поля сис-
темы, имитируемой разделительной стенкой 
двух различных сред, одна из поверхностей ко-
торой обладает анизотропным покрытием, под-
верженным локальному тепловому воздей-
ствию в условиях теплообмена с внешней сре-
дой, при наличии термоактивной прокладки в 
системе, функционирующей по принципу об-
ратной связи. 

Исходные допущения  
и математическая модель 

Для достижения поставленной цели, при по-
строении исходной математической модели 
процесса формирования искомого температур-
ного поля ( )1 2 3, , ,  T x x x t  объекта исследований в 
фиксированной декартовой системе координат 

1 2 3  Ox x x  пространства 3  предполагалось, что: 
1) объект исследований представляет собой 

систему, состоящую из изотропной раздели-
тельной стенки двух различных сред 

 
1 1

3
ст 2 2 ст

3 3

Ω : 0 ,
x x
x x h
x x

 −∞ < < +∞ 
  = ∈ < <  
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поверхность 2 0x =  которой обладает термоак-
тивной прокладкой [11–22] 
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с анизотропным покрытием 
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где значения геометрических характеристик 
стh , тпh , пh  элементов объекта исследований 

являются величинами постоянными; 

2) термоактивная прокладка является орто-
тропной и функционирует по принципу  
обратной связи [11–16, 23, 24], настроенной 
по начальной температуре объекта исследова-
ний, т.е. в системах «анизотропное покрытие–
термоактивная прокладка» и «термоактивная 
прокладка–изотропная разделительная стенка» 
для искомого температурного поля 
( )1 2 3, , , T x x x t  реализуются следующие условия 

сопряжения: 
 ( ) ( )1 тп 3 1 тп 3, 0, , , 0, , ,T x h x t T x h x t− − = − +  
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где { }пλij , { }тпλk  и стλ  – компоненты тензоров 
теплопроводности анизотропного материала 
покрытия, ортотропного материала термоак-
тивной прокладки при тп тп

1 3λ λ=  и изотропного 
материала разделительной стенки соответ-
ственно; п

тпq  и ст
тпq  – определяющие параметры 

обратной связи термоактивной прокладки со 
стороны покрытия и стенки соответственно, а 

0 constT =  – температура объекта исследований 
в начальный момент времени 0t = ; 

3) начальная температура объекта исследо-
ваний 0T  отлична от температур ст

с constT =  и 
п

с constT =  разделенных сред, где ст
сT  – темпе-

ратура внешней среды со стороны стенки, т.е. 
при 2 ст x h> , а п

сT  – температура внешней среды 
со стороны покрытия, т.е. при ( )2 п тп x h h< − + . 
При этом, в общем случае, ст п

с сT T≠ ; 
4) теплообмен в системах «внешняя поверх-

ность анизотропного покрытия–внешняя среда» 
и «внешняя поверхность разделительной стен-
ки–внешняя среда» реализуется по закону Нью-
тона [25, 26] с коэффициентами теплоотдачи 

пα  и стα  соответственно; 
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5) внешняя поверхность анизотропного по-
крытия находится под воздействием не только 
внешней среды с температурой п

с 0T T≠ , но и 
внешнего теплового потока, ориентированного 
в направлении ее внутренней нормали; 

6) функционал ( )1 3, ,q x x t , определяющий 
плотность мощности внешнего теплового пото-
ка, интегрируем с квадратом в 2  по совокуп-
ности пространственных переменных, пред-
ставленных вектором [ ]T 2

1 3,x x ∈ , для каждо-
го фиксированного значения временного 
переменного [0, )t∈ +∞ ⊂   и интегрируем с 
квадратом по временному переменному 

[0, )t∈ +∞ ⊂   для каждого фиксированного 
значения вектора пространственных перемен-
ных [ ]T 2

1 3,x x ∈ , т.е. [27] 
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Для удобства дальнейших рассуждений вос-
пользуемся следующими обозначениями: 
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где *l  – используемая единица масштаба про-
странственных переменных; пρ , пc , тпρ , тпc , 

стρ , стc  – плотность и удельная массовая теп-
лоемкость анизотропного материала покрытия, 
ортотропного материала термоактивной про-
кладки и изотропного материала разделитель-
ной стенки соответственно. В этом случае, со-
гласно исходным допущениям, представленным 
выше, функционал ( )θ , , ,Fox y z , определяющий 
процесс формирования искомого температур-
ного поля, должен удовлетворять системе трех 
линейных дифференциальных уравнений в 
частных производных второго порядка парабо-
лического типа [8, 25–27]: 
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однородным начальным условиям: 
 ( )θ , , ,0 0,x y z =  (2) 

условиям сопряжения: 
 ( ) ( )2 2θ , 0, , Fo θ , 0, , Fo ,x H z x H z− − = − +  
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и неоднородным краевым условиям [25–27]: 
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При этом функционал ( ), ,FoQ x z  должен 
удовлетворять следующим требованиям: 
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Анализ формализованного варианта исход-
ных допущений, представленного в виде час-
тично незамкнутой смешанной задачи (1)–(5) 
для системы уравнений в частных производных 
параболического типа, позволяет выдвинуть 
гипотезу о том, что процесс формирования ис-
комого температурного поля объекта исследо-
ваний имеет аддитивную структуру с двумя не-
зависимыми составляющими. Согласно этой 
гипотезе, процесс формирования искомого 
температурного поля – аддитивная композиция 
процессов формирования двух независимых 
температурных полей, первый из которых, 
представленный функционалом ( )1θ ,Foy , опре-
деляет процесс формирования температурного 
поля объекта исследований исключительно в 
результате его теплообмена с разделенными 
средами, температура которых отлична от 
начальной температуры системы, а второй, 
представленный функционалом ( )2θ , , ,Fox y z , 
определяет процесс формирования темпера-
турного поля объекта исследований под  
воздействием внешнего теплового потока и 
охлаждения разделенными средами с темпера-
турой, совпадающей с начальной температу-
рой системы. 

Принятие гипотезы, представленной выше, 
приводит к равенству 
 ( ) ( ) ( )1 2θ , , ,Fo θ ,Fo θ , , ,Fo , x y z y x y z= +  (6) 

где функционал ( )1θ ,Foy  является решением 
одномерной смешанной задачи (1)–(5) при 
 ( ), ,Fo 0,Q x z ≡  (7) 
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а функционал ( )2θ , , ,Fox y z  – решение смешан-
ной задачи (1)–(3), (5) при наличии краевых 
условий 
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и требованиям принадлежности решения задан-
ному классу функций: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 2 3

2 2
2 Fo 0

θ , , ,Fo ;
H H y H

x y z L
≥ ∧ − + ≤ ≤

∈   

 
( ) ( ) [ ]( )

( )

T 22 Fo 0 ,

2
1 2 3

θ , , ,Fo

, ;

x z
x y z

L H H H

≥ ∧ ∈
∈

∈ − +  


 (9) 

 
( ) [ ]( ) ( )( )

[

T 2
1 2 3

2 ,

2

θ , , ,Fo

0, ).

x z H H y H
x y z

L

∈ ∧ − + ≤ ≤
∈

∈ +∞


 

Температурное поле 

Идентификация функционала ( )1θ ,Foy  

Для решения задачи идентификации функцио-
нала ( )1θ ,Foy , удовлетворяющего смешанной 
задаче (1)–(5), (7), существуют два основных ва-
рианта действий, первый из которых связан с 
применением интегрального преобразования 
Лапласа [25, 28] по пространственному пере-
менному Fo , а второй – с разработкой и при-
менением конечного интегрального преобразо-
вания по пространственному переменному y  
[27, 28]. В рассматриваемой ситуации наиболее 
перспективным кажется первый путь. Но не-
многочисленность известных аналитических 
результатов для неоднослойных областей  
[6, 25–28], обусловленная проблематичностью 
перехода из пространства изображений интег-
рального преобразования Лапласа в прост-
ранство его оригиналов для рассматриваемого 
класса задач, склоняет к реализации второго ва-
рианта. 
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С учетом сказанного выше и специфики схо-
димости в пространстве функций, интегрируе-
мых с квадратом [27, 28], решение исходной за-
дачи для определения функционала ( )1θ ,Foy  
ищем в следующем виде: 
 ( ) ( ) ( )1 11 12θ ,Fo θ θ ,Fo ,y y y= +  (10) 

где функционал ( )11 θ y  – удовлетворяет систе-
ме уравнений (1), условиям сопряжения (3) и 
краевым условиям (4) в сочетании с условиями 
(7). При этом функционал ( )12 θ ,Fo  y  удовлет-
воряет системе уравнений (1), условиям сопря-
жения (3), неоднородным начальным условиям 
 ( ) ( )12 11θ ,0 θ  y y= −  (11) 

и однородным краевым условиям 

 ( )

( )1 2

112
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θ Bi θ 0; 
y H Hy
=− +

 ∂
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y Hy
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Таким образом, ( )11θ y  – решение краевой 
задачи для системы трех простейших обыкно-
венных линейных дифференциальных уравне-
ний второго порядка, которое может быть 
найдено стандартными методами [29] и пред-
ставлено в виде: 

 
( ) ( )( )

( ) ( )
1 2 2

11

* 3 2 2 2

θ

μ ;

H H y H
y

C Q C y H C

− + ≤ ≤−

−

=

 = − + + 

 

 ( ) ( ) ( )
2

11 3 2 20
θ ;

H y
y C y H C

− ≤ ≤
= + +  

 
( ) ( )

( )( ) ( )

3
11 0

** 2 3 2 2 3 2

θ

μ ;

y H
y

Q H C Q C y H C C

≤ ≤

+ +

=

 = + + + +
 

 

 ( ) ( ) ( )( )1 1 3
2 11 22 21 12 22 12α α α α α Bi α Bi ;C −= + +  

 ( ) ( ) ( )( )1 3 1
3 11 22 21 12 11 21α α α α α Bi Δ α Bi ;C −= + − (13) 

 ( ) ( )11 1α 1 1 ;H Q −= + +    ( )12 * 1α μ 1 ;H= +  

 ( ) ( )( ) ( )
3 3

21 3α Bi 1 Bi ;H Q += + +  

 ( ) ( )( ) ( )( )3 3
22 2 3 ** 2α Bi 1 Bi μ .H H Q H+= + + +  

Для решения смешанной задачи (1), (11), 
(3), (12), адаптированной для определения 
функционала ( )12θ ,Foy , воспользуемся интег-
ральным преобразованием с ядром ( ),ηK y , 
применяемым по пространственному перемен-
ному ( )1 2 3,y H H H∈ − +    с весовой функцией 

( )ρ y . При этом, согласно общей теории интег-
ральных преобразований [27, 28], в рассматри-
ваемой ситуации задача Штурма–Лиувилля для 
определения ядра ( ),ηK y , и соответствующего 
ему характеристического уравнения для нахож-
дения спектра собственных чисел { }η  n  имеет 
вид: 

 ( )
2

2
1 2 22 η 0,  ;d K K H H y H

dy
+ = − + < < −  

 
2

2 2
22 η 0,  0;d Ka K H y

dy
− + = − < <  

 
2

2 2
32 η 0,  0 ;d Kb K y H

dy
− + = < <  

 
( )

( )
( )1 2

1 2

1Bi ; 
y H Hy H H

dK K
dy =− +=− +

=  

 ( ) ( )2 20,η 0,η ;K H K H− − = − +  (14) 

 ( )
2 2

*
0 0

μ ;
y H y H

dK dK Q K
dy dy −

=− − =− +

 
= − 
 

 

 ( ) ( )0 0,η 0 0,η ;K K− = +  

 ( )**
0 00 0

μ ;
yy

dK dKQ K
dy dy+

= += −

 
+ = 

 
 

 ( )

3
3

3Bi ,
y Hy H

dK K
dy ==

= −  

а ее решение с точностью до нормирующего 
множителя ядра и эквивалентной формы записи 
характеристического уравнения допускает сле-
дующее представление: 

 
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }
1 2 2

1 2 2

,η

η η cos η sin η ;

H H y H
K y

c d y H y H

− + ≤ ≤−
=

= + + +      
 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) [ ] ( ) [ ]{ }
2 0

1
4 2 3

,η

η η η cos η η sin η ;

H y
K y

с d d ay d ay

− ≤ ≤

−

=

= +
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 ( ) ( )30
,η

y H
K y

≤ ≤
=  

 ( ) ( ) ( ) [ ] [ ]{ }1
4 2η η η cos η sin η ; с d d by by−= +  (15) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 1

1 1 1η Bi ηtg η Bi tg η η ;d H H
−

   = − +     

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

13
2 3

3
3

η Bi η tg η

Bi tg η η ;

d b bH

bH b

−
 = − 



×

× + 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )1
3 ** 2η μ η η η ;d a b Q d−

+
 = −   

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
4 1

2 2 3 2

η η

η cos η η sin η ;

d d

d aH d aH

−= ×

× −  
 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){
2 3 3

1 * 2 3

η η η tg η

η μ η η η

d d aH

d ad Q d−

 − = 

 = + × 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )}3 * 3 4 tg η μ η η η .aH ad Q d−× + −  (16) 

Далее обратимся к задаче определения весо-
вой функции ( )ρ y , полагая 

 ( )
( )1 2 2

2
2

2
3

1,

, 0

, 0

H H y H

A y a H y

b y H

−

−

− + < < − 
 

− < < 
 < < 

  (17) 

и представив систему уравнений в задаче 
Штурма–Лиувилля (14) в следующем виде: 

 
( ) ( ) ( )

( )

2
2

2

1 2 3

,η
η ,η ,

 .

n
n n

d K y
A y K y

dy
H H y H

= −

− + < <

 (18) 

Поскольку функция ( )A y  – множитель при 

операторе 2 2d dy  в уравнении (18) и, согласно 
равенству (17), является кусочно-постоянной, 
то можно предположить наличие аналогичной 
структуры и у весовой функции, т.е. 

 ( )
( )1 1 2 2

2 2

3 3

ρ ,
ρ ρ , 0 .

ρ , 0

H H y H
y H y

y H

− + < < − 
 − < < 
 < < 

  (19) 

При этом, для идентификации значений па-

раметров { }3

1
ρ j j=

 можно воспользоваться из-

вестным приемом [28], в основе которого лежит 

требование ортонормированности с весом ( )ρ y  
системы ( ){ } 1

,ηn n
K y

≥
. 

Для реализации сказанного выше правую и 
левую части уравнения (18) скалярно с весом 
( )ρ y  умножаем на ( ),η  mK y  и с использовани-

ем представлений (17), (19) после двухкратного 
вычисления соответствующих интегралов «по 
частям» [29] приходим к следующей цепочке 
равенств: 

 

( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

3

1 2

2

2

2

η ,η , ,η

,η
ρ ,η

n n m

H
n

m
H H

K y K y

d K y
y A y K y dy

dy− +

− =

= =∫
 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

3

1 2

2

2

2

,η
ρ ,η ψ

η ,η , ,η ψ ;

H
m

n nm
H H

m n m nm

d K y
y A y K y dy

dy

K y K y

− +

= + =

= − +

∫  

 
( ) ( )

( ) ( )

2

1 2

3

2

1

0
2 3 0

ψ ρ Δ

ρ Δ ρ Δ ;

H
nm nm H H

H
nm nmH

y

y y

−

− +

−

= +

+ +
 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

,η
Δ ,η

,η
,η .

n
nm m

m
n

dK y
y K y

dy
dK y

K y
dy

= −

−

 

Таким образом, 

 ( ) ( )( ),η , ,η 0  ψ 0,  .n m nmK y K y n m= ⇔ = ∀ ≠  

Воспользовавшись краевыми условиями и 
условиями сопряжения задачи Штурма–
Лиувилля (14), убеждаемся в том, что для орто-
гональности системы ( ){ } 1

,ηn n
K y

≥
 достаточно 

считать 

 2 1 2
1 2 * 3 * **ρ 1  ρ μ  ρ μ μ . a b−= ∧ = ∧ =  (20) 

Для завершения процедуры идентификации 
искомого интегрального преобразования опре-
деляем нормирующий множитель ( )η  nc  его 

ядра ( ),ηnK y , где ядро и весовая функция 

( )ρ y  заданы равенствами (15) и (19), (20) соот-
ветственно: 

 ( ) ( ) ( )( )21 ,η ,η , ,ηn n nK y K y K y= = =  
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( )

( ) ( )
3

1 2

2ρ ,η
H

n
H H

y K y dy
− +

= =∫  

 ( )
( )

( ) ( )( ){
2

1 2

2
1 2η η cos η

H

n n n
H H

C d y H
−

− +

= + +


∫  

 ( )( )} ( )
2 2 1

2 * 4sin η μ ηn ny H dy a d −+ + + ×  

 ( ) ( ) ( ) ( ){ }
2

0
2

2 3η cos η η sin ηn n n n
H

d ay d ay dy
−

× + +∫  

 

( )

( ) ( ) ( ){ }
3

1 2 1
* ** 4

2
2

0

μ μ η

η cos η sin η  

n

H

n n n

b d

d by by dy

− −+ ×

× + ⇒


∫
 

 ( ) ( ) ( )2 2
1 1

1
η 1 η 1

η
2 4η
n n

n
n

d d
c H

 + −⇒ = + ×


 

 ( ) ( ) ( )1 2 1
1 1 * 4

η
sin 2η 1 cos 2η μ

2η
n

n n
n

d
H H a d− × − − +  ×  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
2 3 2 3

2
η η η η

η
2 4 η

n n n n
n

n

d d d d
H

a
 + −

× + ×


 

 ( ) ( ) ( )3
2 2

η
sin 2η 1 cos 2η  

2 η
n

n n
n

d
aH aH

a


 × − − + 


 

 ( ) ( ) ( )2 2
2 21 2 1

* ** 4 3
η 1 η 1

+μ μ η
2 4 η
n n

n
n

d d
b d H

b
− −  + −

+ ×


 

 ( ) ( ) ( )
1
22

3 1
η

sin 2η 1 cos 2η .
2 η

n
n n

n

d
bH bH

b

−
 × − −  


  

  (21) 

Таким образом, искомое интегральное пре-
образование полностью определено равенства-
ми (15), (16), (19), (20) и [27, 28] 

 

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

3

1 2

12

12

η , Fo θ ,Fo

θ ,Fo ρ ,η ; 

n

H

n
H H

U G y

y y K y dy
− +

≡  

≡ ∫



 (22) 

 

( ) ( )

( ) ( )

1
12

1

θ ,Fo η , Fo

η , Fo ,η ,

n

n n
n

y G U

U K y

−

∞

=

 = ≡ 

≡∑
 

где равенство понимается как равенство в про-
странстве ( )2

1 2 3,L H H H− +   . При этом, со-
гласно общей теории интегральных преобразо-
ваний [27, 28], смешанная задача (1), (11), (3), 
(12), которой удовлетворяет функционал 

( )12θ ,Foy , в пространстве изображений интег-
рального преобразования (22) трансформирует-
ся к простейшей задаче Коши: 

 
( ) ( )2η , Fo

η η , Fo 0, Fo 0; 
Fo

n
n n

dU
U

d
+ = >  (23) 

 ( ) ( )η , 0 η ,n nU V= −  

где с учетом (11), (22), (13), (15), (19), (21) 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ){

( )}

11 11

2
4 1 * 2

1 2
* ** 3

η θ θ , ,η

η η η μ η

μ μ η ;

n n

n n n n

n

V G y y K y

d J a J

b J−

≡ =  

= + +

+



 

 
( )

( )
( )

( ) ( )( ){

2

1 2

1 3* 2 2

1 2

η

η cos η

H

n
H H

n n

J C y H C

d y H

−

− +

+ + ×  

× + +

∫

 

 
( )( )}

( ) ( ){ }
2

2 1
1 1 1

sin η

η 1 cos η η sin η

n

n n n n

y H dy

H H H− −

+ + =

 = − − × 
 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ){ }

( ){ }

3* 1 2 1 1

1 2
3* 1 1 1

1
2 1

η η sin η

η cos η η sin η

η 1 cos η ;

n n n

n n n n

n n

C d C d H

C H H H

C H

− −

−

× η + −

− + −

− −

 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }
2

0

2 3 2 2

2 3

η

η cos η η sin η

n
H

n n n n

J C y H C

d ay d ay dy
−

+ + ×  

× + =

∫

 

 
( ) ( )
( ) ( )

2 2
3 2 2

1 1
2 2 2

η η 1 cos η

η η sin η
n n n

n n n

a C d aH

a C d aH

− −

− −

 = − + 

+ +
 

 ( ) ( )2 2 1 1
3 3 2 2η η sin η ηn n n nC d a aH a H− − − − + − −   

 ( ) ( )1 1
2 3 2η η 1 cos η ;n n na C d aH− −  − −   (24) 

 ( ) [ ]
2

0

3 3** 2*ηn
H

J C y C
−

+ ×∫  

( ) ( ) ( ){ } ( )2 3** 2η cos η sin η ηn n n nd by by dy C d× + = ×  
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 ( ) ( ){ }1 1 2 2
3 3η sin η η 1 cos ηn n n nb bH b bH− − − −  × + − +   

( )
( ) ( )

( )

1 1
3* 3

2 2 1 1
2* 3 3 3

1 1
2* 3

η sin η

η sin η η cos η

η 1 cos η ;

n n

n n n n

n n

C b bH

C b bH b H bH

b C bH

− −

− − − −

− −

+ +

 + − + 

 + − 

 

 ( )3* * 3 2 2* 3 2 2μ ,  ,C C Q C C C H C−− +   

 ( )( ) ( )3** ** 2 3 2μ .C Q H C Q C+ ++ +  

А так как, согласно (23), 

 ( ) ( ) ( )2η , Fo η exp η Fo ,  Fo 0,n n nU V= − − ≥  (25) 

где ( ){ } 1
ηn n

V
≥

 определены равенствами (24), 
(21), (16), то осталось воспользоваться равен-
ством (25) и формулой обращения (22) исполь-
зованного интегрального преобразования, пол-
ностью определенного (15), (16), (19)–(21). 

Идентификация  
функционала ( )2θ , , ,Fox y z  

При идентификации второй аддитивной со-
ставляющей процесса формирования искомого 
температурного поля объекта исследований 
воспользуемся исходными допущениями, пред-
ставленными в математической модели (1)–(3), 
(8), (9), (5), согласно которым функционалы 

(2θ , , ,Fo)x y z  и ( , ,Fo)Q x z  как скалярные 
функции пространственных переменных x  и z  
являются оригиналами двумерного экспонен-
циального интегрального преобразования 
Фурье [30], задаваемого парой линейных интег-
ральных операторов: 

 [ ] ( )Φ exp ;ipx irz dxdz
∞ ∞

−∞−∞

− −⋅ ≡ ⋅∫ ∫  

 [ ]
( )

( )1
2

1Φ exp ,
2π

ipx irz dpdr
∞ ∞

−

−∞−∞

≡ +⋅ ⋅∫ ∫  (26) 

где i  – «мнимая» единица [25]. Полагая 

 ( ) ( )2, , ,Fo Φ θ , , ,Fo ;A p y r x y z    

 ( ) ( )Π , ,Fo Φ , ,Fo , p r Q x z    (27) 

воспользуемся стандартными свойствами опе-
ратора [ ]Φ ,⋅  и в пространстве изображений ин-
тегрального преобразования (26) представим 

математическую модель (1)–(3), (8), (9), (5) в 
следующем виде: 

 
( )

( )

2

12 232

2 2
11 13 33

2 μ μ
Fo

μ 2μ μ ,

A A Ai p r
yy

p pr r A

∂ ∂ ∂
= + + −

∂ ∂∂

− + +

 

 ( )1 2 2 ,  Fo 0;H H y H− + < < − >  

 ( )
2

2 2 2 2
2 μ , 

Fo
A Aa a p r A

y
− −∂ ∂

= − +
∂ ∂

 

 2 0,  Fo 0;H y− < < >  

 ( )
2

2 2 2 2
2 ,

Fo
A Ab b p r A

y
− −∂ ∂

= − +
∂ ∂

 

 30 , Fo 0;y H< < >   ( ), , ,0 0;A p y r =  

 
( ) ( )

( )

( )
1 2

1
12 23μ μ Bi

Π , ,Fo ;
y H H

A i p r A A
y

p r
=− +

 ∂
+ + − = ∂ 

= −

 

 ( ) ( )2 2, 0, ,Fo , 0, ,Fo ;A p H r A p H r− − = − + (28) 

 

( )

( )

2

2
2

12 23
0

* 00

μ μ

μ ;

y H

y Hy H

A i p r A
y

A Q A
y

=− −

− =− +
=− +

 ∂
+ + − ∂ 

∂
− = −

∂

 

 ( ) ( ),0 0, ,Fo ,0 0, ,Fo ;A p r A p r− = +  

 ( )** 0 00 0 0 0

μ ;
yy y

A A Q A
y y + = −

= − = +

∂ ∂
− = −

∂ ∂
 

 ( )

3

3Bi 0;
y H

A A
y

=

 ∂
+ = ∂ 

 

 ( ) [ ]( ) [T 2
2

,
Π , ,Fo 0, )  ;

p r
p r L

∈
∈ +∞


 

 
( ) [ ]( ) ( )

( )

T 2, Fo 0

2
1 2 3

, , ,Fo

, ;

p r
A p y r

L H H H

∈ ∧ ≥
∈

∈ − +  


 

 
( ) [ ]( ) ( )( )

[

T 2
1 2 3, y

2

, , ,Fo

0, ).

p r H H H
A p y r

L

∈ ∧ − + ≤ ≤
∈

∈ +∞


 

Специфика математической модели (28), 
определяющей изображение ( ), , ,FoA p y r  ори-
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гинала (2θ , , ,Fo)x y z , обусловлена не только 
нестандартными условиями сопряжения, но и 
наличием комплекса ( )12 23μ μi p r+  в различных 
ее элементах. С учетом сказанного естественно 
предполагать, что изображение ( ), , ,FoA p y r  
оригинала (2θ , , ,Fo)x y z  обладает следующей 
структурой: 

( ) ( )
( )( ) ( )12 23 2 1 2 2

2 3

, , ,Fo  , , ,Fo

μ μ  , 
,

              0,                                 

A p y r B p y r

i p r y H H H y H
H y H

= ×

 − + + − + < < −
× 

− ≤ ≤ 
  (29) 
где, согласно (29), (28), функционал ( ), , ,FoB p y r  
должен удовлетворять смешанной задаче: 

 ( )
2

12 δ , ,
Fo
B B p r B

y
∂ ∂

= −
∂ ∂

 

 ( )1 2 2 , Fo 0;H H y H− + < < − >  

 ( )
2

2
2 22 δ , ,  0, Fo 0;

Fo
B Ba p r B H y

y
−∂ ∂

= − − < < >
∂ ∂

 

 ( )
2

2
3 32 δ , ,  0 , Fo 0;

Fo
B Bb p r B y H

y
−∂ ∂

= − < < >
∂ ∂

 

 ( ), , ,0 0;B p y r =  

 
( )

( )

( ) ( )
1 2

1

12 23 1

Bi

Π , ,Fo exp μ μ ;

y H H

B B
y

p r i p r H

=− +

 ∂
− = ∂ 

 = − − + 

 

 ( ) ( )2 2, 0, ,Fo , 0, ,Fo ;B p H r B p H r− − = − + (30) 

 ( )
2

2 2

* 00 0

μ ; 
y Hy H y H

B B Q B
y y + =− +

=− − =− +

∂ ∂
− = −

∂ ∂
 

 ( ) ( ),0 0, ,Fo ,0 0, ,Fo ;B p r B p r− = +  

 ( )** 0 00 0 0 0

μ ; 
yy y

B B Q B
y y + = −

= − = +

∂ ∂
− = −

∂ ∂
 

 ( )

3

3Bi 0;
y H

B B
y

=

 ∂
+ = ∂ 

 

 ( ) [ ]( ) [T 2
2

,
Π , ,Fo 0, )  ;

p r
p r L

∈
∈ +∞


 

 
( ) [ ]( ) ( )

( )

T 2, Fo 0

2
1 2 3

, , ,Fo

, ;

p r
B p y r

L H H H

∈ ∧ ≥
∈

∈ − +  


 

 
( ) [ ]( ) ( )( )

[

T 2
1 2 3, y

2

, , ,Fo

0, ),

p r H H H
B p y r

L

∈ ∧ − + ≤ ≤
∈

∈ +∞


 

где квадратичная форма 

 
( ) ( )

( ) ( )

2 2
1 11 12

2 2
13 12 23 33 32

δ , μ μ

2 μ μ μ μ μ

p r p

pr r

= − +

+ − + −
 (31) 

является положительно определенной, что про-
веряется непосредственно с использованием 
критерия Сильвестра [31] и свойств тензора 
теплопроводности второго ранга [8]. Положи-
тельная определенность квадратичных форм 

 
( ) ( )
( ) ( )

2 2 2
2

2 2 2
3

δ , μ , 

δ ,  

p r a p r

p r b p r

−

−

+

+





 (32) 

является очевидной [31]. 
Математическая модель (30)–(32), опреде-

ляющая функционал ( ), , ,FoB p y r , не имеет 
принципиальных отличий от математической 
модели (1), (11), (3), (12), адаптированной для 
описания оригинала ( )12θ ,Foy . Поэтому для 
решения задачи идентификации функционала 
( ), , ,FoB p y r  также целесообразно использо-

вать конечное интегральное преобразование с 
ядром ( ),ηK y , которое, согласно общей теории 
интегральных преобразований [27, 28] и ис-
пользуемой математической (30)–(32), должно 
удовлетворять следующей задаче Штурма–
Лиувилля: 

 ( ) ( )
2

2
1 2 32 κ η, , , 0,  ;d K p r y K H H y H

dy
+ = − + < <  

 ( )

( )1 2

1Bi 0; 
y H H

dK K
dy

=− +

 
− = 

 
 

 ( ) ( )2 20,η 0,η ;K H K H− − = − +  

 ( )
2

2 2

* 00 0

μ ;
y Hy H y H

dK dK Q K
dy dy − =− +

=− − =− +

− = −  

 ( ) ( )0 0,η 0 0,η ; K K− = +  (33) 

 ( )** 0 00 0 0 0

μ ;
yy y

dK dK Q K
dy dy + = +

= − = +

− = −  

 ( )

3

3Bi 0;
y H

dK K
dy
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+ = 
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Стандартными методами [29] находим ре-
шение задачи Штурма‒Лиувилля (33): 
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Выписываем характеристическое уравнение 
для определения спектра собственных чисел 

( ){ } 1
η ,n n

p r
≥

, каждое из которых зависит от па-
раметров использованного двумерного экспо-
ненциального интегрального преобразования 
Фурье (26): 

 
( ) ( ) ( ) ( )
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32
3 2 4

2
3 3

η δ , η, , Bi η, ,
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p r d p r d p r
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 − − ×  
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 ( ) ( ) ( ) ( )32
3 4 2, , , Bi , , ,p r d p r d p r= η − δ η + η (35) 

убеждаемся в том, что в рассматриваемой ситу-
ации весовая функция ( )ρ y  искомого интег-
рального преобразования 
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определена равенствами (19), (20) и определяем 
нормирующий множитель его ядра: 
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 (37) 

В пространстве изображений интегрального 
преобразования (36), полностью определенного 
равенствами (34), (31), (32), (19), (20), (37) и ха-
рактеристическим уравнением (35), смешанная 
задача (30), решением которой является функ-
ционал ( ), , ,FoB p y r , трансформируется в про-
стейшую задачу Коши относительно его изоб-
ражения ( )( )η , , , ,FonW p r p r : 

 

( )

( ) ( )( ) ( )
( )

2

1 2

12 23 1

η ,
Fo

,η , Π , ,Fo

exp μ μ ,  Fo 0;
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dW p r W
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i p r H

+ =
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 × − + > 

 

 ( )( )η , , , ,0 0,nW p r p r =  

решение которой может быть найдено стан-
дартными методами и представлено в следую-
щем виде [29]: 

 ( )( ) ( )η , , , ,Fo ψ , ,Fon nW p r p r p r= ×  

 ( )12 23 1exp μ μ ,  Fo 0;i p r H × − + ≥   (38) 
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p r K H H p r
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Далее, с учетом полученного представления 
(38) изображения ( )( )η , , , ,FonW p r p r , исполь-
зуем формулу обращения интегрального преоб-
разования (36) и равенство (29), в результате 
чего определяем изображение 

 ( ) ( ) ( )( )
1

, , ,Fo ψ , ,Fo ,η ,n n
n

A p y r p r K y p r
∞

=
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( )( )
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H H y H
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×

 
− + < < −

 − +
 


− < <

 
 
 

 (39) 

двумерного экспоненциального интегрального 
преобразования Фурье (26), (27) оригинала 

(2θ , , ,Fo)x y z . Таким образом, для завершения 
процедуры идентификации второй независи-
мой составляющей изучаемого процесса фор-
мирования искомого температурного объекта 
исследований достаточно воспользоваться 
оператором [ ]1Φ− ⋅  обращения интегрального 
преобразования Фурье (26). 

Заключение 

1. Процесс формирования искомого темпера-
турного поля представляет собой аддитив-
ную композицию двух независимых состав-
ляющих, первая из которых обусловлена 
лишь отличием температур разделяемых 
сред от начальной температуры раздели-
тельной системы, а вторая – локальным воз-
действием внешнего теплового потока на ее 
анизотропное покрытие при равенстве 
начальной температуры объекта исследова-
ний и температур разделяемых сред. 

2. Первая независимая аддитивная составля-
ющая процесса формирования температур-
ного поля, представленная функционалом 

( )1 θ ,Fo ,y  также имеет аддитивную структу-
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ру. Ее составляющая ( ) ( )11 1θ θ ,y y= +∞  яв-
ляется независимой и полностью определена 
равенствами (13). Идентификация зависимой 
аддитивной составляющей ( )12θ ,Foy  функ-
ционала ( )1θ ,Foy  реализована с использова-
нием специально разработанного конечного 
интегрального преобразования (22), (15), (16), 
(19)–(21). 

3. Вторая независимая аддитивная составляю-
щая процесса формирования искомого тем-
пературного поля представлена функциона-
лом ( )2θ , , ,Fox y z , для идентификации кото-
рого использована композиция двумерного 
экспоненциального интегрального преобра-
зования Фурье (26) и конечного интеграль-
ного преобразования (22), адаптированного к 
специфике рассматриваемой задачи. При 
этом в пространстве изображений инте-
грального преобразования Фурье (26) спе-
цифика функционала, представленного ра-
венством (29), указывает на проявление из-
вестного эффекта «сноса» температурного 
поля в анизотропном материале [32, 33]. 

4. Адаптация разработанного конечного инте-
грального преобразования (22) к специфике 
задачи определения функционала 

( )2θ , , ,Fox y z  приводит к зависимости спек-
тра собственных чисел этого преобразования 
от параметров ,  p r  интегрального преобра-
зования Фурье (26), что связано со значимым 
увеличением временных затрат при проведе-
нии вычислительного эксперимента. 

5. При подготовке к проведению вычислитель-
ных экспериментов, связанных с определе-
нием второй независимой аддитивной со-
ставляющей, целесообразно воспользоваться 
теоремой о возможности одновременного 
приведения к каноническому виду двух квад-
ратичных форм [31], позволяющей реализо-
вать существующую связь между комплекс-
ным двумерным экспоненциальным интег-
ральным преобразованием Фурье и 
вещественным двумерным интегральным ко-
синус-преобразованием Фурье [30]. Кроме то-
го, в силу неоднородности краевого условия на 
поверхности ( )1 2y H H= − +  анизотропного 
покрытия следует помнить, что в рассматрива-
емом случае равенство понимается как равен-

ство в линейном пространстве функций, инте-
грируемых с квадратом [27, 28]. 
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Heat transfer in a system dividing two various environments possession  
an active heat-shielding in conditions of local thermal influence 

A.V. Attetkov, I.K. Volkov 

Bauman Moscow State Technical University (National Research University) 
Moscow, 105005, Russia 

e-mail: fn2@bmstu.ru 

The article suggests a mathematical model of a temperature field forming in a system, imi-
tated by a wall dividing two different media with anisotropic covering of one of its surfaces, 
subjected to the local thermal impact in conditions of heat exchange with ambient environment. 
It is demonstrated, that the temperature field of the system under study represents the sum of the 
two independent additive components. An analytical solution for the first of the additive com-
ponents of the temperature field, formed due only to the difference in temperature of the divided 
environments from the reference temperature of the dividing system, was obtained with special-
ly developed finite integral transformation. The second independent additive component of the 
temperature field of dividing system formed by the impact of a heat flux on its anisotropic cov-
ering at equality of reference temperature of an object under study and temperatures of the di-
vided environments is identified. Solution of the corresponding problem of non-stationary 
thermal conductivity in analytically closed form was obtained applying integral transformations 
method. The obtained results confirm the earlier found effect of the temperature field “suppres-
sion” in anisotropic material with properties anisotropy of the general type. 

Keywords: isotropic wall dividing of two various environments, thermofissile laying, aniso-
tropic covering, local thermal influence, temperature field, integral transformations. 
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