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Аннотация 

В статье рассматривается методика расчёта механических характеристик 

композитных материалов, используемая при расчёте безопасности от флаттера 

композитных несущих поверхностей с помощью полиномиального метода Ритца. 

Приведённая в статье методика реализована в виде отдельного программного 

обеспечения, разработанного в программной среде «Wolfram Mathematica 8». 
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Введение 

Композитный материал, также называемый композиционным материалом или 

композитом, представляет собой неоднородный сплошной материал, состоящий из 

двух или более компонентов, среди которых можно выделить армирующие 

элементы, обеспечивающие необходимые механические характеристики материала, 

и матрицу (или связующие), обеспечивающую совместную работу армирующих 

элементов. Композит обладает комплексом свойств, отражающим не только 
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исходные характеристики его компонентов, но и включающим свойства, которыми 

изолированные компоненты не обладают. [1] 

Композиты, особенно с высокими эксплуатационными характеристиками, 

являются единственными существующими в настоящее время материалами, 

которые могут обеспечить одновременно малую массу, высокие прочность и 

жёсткость и хорошую стойкость к усталостным напряжениям. Удельная прочность 

при растяжении для углепластиков составляет около 9,2×10
5
 м по сравнению с 2×10

5
 

м у алюминия. Предел выносливости углеродных волокон составляет 80% от 

статической прочности по сравнению с 35% для алюминия. [2] 

На сегодняшний день композиты стали реальностью в промышленности в 

качестве заменителей металлов. Области их применения расширяются достаточно 

быстро. Использование композитов нашло своё применение и в авиационной 

технике, особенно в области военной авиации, где отдача от затрат наибольшая. 

Расчёт безопасности от флаттера композитного крыла представляет особый 

интерес для исследования, поскольку механические характеристики композита 

значительно зависят от выбора ориентации при их измерении. Например, модуль 

упругости однонаправленного углепластика вдоль волокон в 10-15 раз превышает 

соответствующий модуль упругости в поперечном направлении, что, в свою 

очередь, влияет на жесткостные и прочностные свойства материала, а, 

следовательно, на аэроупругую устойчивость изготовленного из него крыла и всего 

летательного аппарата (ЛА) в целом. 
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Механика композитных материалов 

Композитные материалы (КМ) – это материалы, состоящие из двух или более 

компонентов (армирующих составляющих и связующей их матрицы) и обладающие 

специфическими свойствами, отличными от суммарных свойств составляющих их 

компонентов. При разработке и изготовлении новых КМ с требуемыми свойствами 

и характеристиками, а также при создании конструкций из КМ, приходится 

учитывать влияние внешних условий (температура, высокая влажность) на эти 

материалы и ряд специфических свойств самих КМ (плотность, удельная прочность, 

рабочая температура, сопротивление усталостному разрушению и воздействию 

агрессивных сред). [2] 

Достоинства и высокие механические характеристики КМ наиболее полно 

реализуются в ориентированных материалах, армированных параллельными 

волокнами, то есть в так называемых однонаправленных слоях или монослоях (рис. 

1(а)), из которых путём укладки в различных направлениях образуются слоистые 

композиты (рис. 1(б)). Несмотря на большое многообразие структур, которые 

определяются числом слоёв, их толщиной и взаимной ориентацией, свойства таких 

материалов определяются свойствами однонаправленного слоя. [1] 

  
(а) (б) 

Рис. 1. Элемент однонаправленного слоя (а) и слоистого композита (б) 
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Механика ортотропной пластины (монослоя). 

Пластиной называется тело, толщина которого существенно меньше его 

размеров в плане. Ортотропной пластиной называется пластина, содержащая 

ориентированные волокна и такая, что её механические свойства в направлении 

ориентации отличаются от механических свойств в перпендикулярном направлении. 

Если пластина находится в одноосном напряжённом состоянии, то есть на неё 

действует нагрузка, приложенная либо параллельно, либо перпендикулярно 

волокнам, то пластина рассматривается как специальная ортотропная, и 

напряжённо-деформационная взаимосвязь для этой пластины выглядит как 

1 1 1E   или 2 2 2E  , (1) 

где 
k

  - нормальное напряжение в направлении k , 
k

E  - модуль упругости, 
k
  - 

соответствующая деформация, 1,2k  . 

При плоском напряжении, то есть напряжении, действующем более чем в 

одном направлении в пределах плоскости, важную роль играет коэффициент 

Пуассона: 

 
2

12
1





  или 

1
21

2





     (2) 

 
Для нагрузки, 

действующей вдоль волокон 
 

Для нагрузки, действующей 

перпендикулярно волокнам  

Соотношение между коэффициентами Пуассона и модулями упругости в 

каждом из двух направлений имеет вид: 

21 1 12 2E E  .     (3) 

Для плоского напряжения компонентами деформации являются растяжения, 

получаемые в результате действия приложенной силы, минус сжатия из-за эффекта 
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Пуассона, получаемые в результате действия другой силы, перпендикулярной этой 

приложенной силе. Таким образом: 

1
1 21 2

1E


         и     2

2 12 1
2E


    .     (4a) 

Используя уравнение (1), получаем: 

1 2
1 21

1 2E E

 
        и     2 1

2 12
2 1E E

 
   .     (4б) 

Также при действии нагрузки на пластину может присутствовать поперечная 

сила. Касательное напряжение и деформация сдвига связываются друг с другом, 

подобно нормальным напряжениям и деформациям, с помощью постоянной, 

которая называется модулем сдвига  G : 

12 12 12G  ,     (5) 

где 12  - касательное напряжение (сдвиг в 1-2 плоскости), а 12  - деформация сдвига. 

На рисунке 2 даётся определение деформации сдвига. 

Относительная продольная 

деформация 
 Относительная тензорная деформация 

y

x

xy

изменениепрямого

угла элемента
 

 

 

y

x

1
2 xy xy 

 
(а)  (б) 

Рис. 2. Определение деформации второго рода (деформации сдвига). 

Из уравнений (4б) и (5) находим, что напряжения и деформации связываются 

матричными уравнениями 
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1 1

2 2

12 12

C

 

 

 

   
   

     
   
   

           и          
1 1

2 2

12 12

Q

 

 

 

   
   

     
   
   

      (6) 

где C    - матрица податливости, Q    - матрица приведённых жёсткостей 

12

1 1

21

2 2

12

1
0

1
0

1
0 0

E E

C
E E
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  ,          

1 12 2

12 21 12 21

21 1 2

12 21 12 21

12

0
1 1

0
1 1

0 0

E E

E E
Q

G



   



   

 
 
 
 

    
 
 
 
  

 


 

.     (7) 

Для обобщённой ортотропной пластины направление действующей нагрузки 

не совпадает с главными направлениями материала (иначе говоря, отлично от 0° или 

90°). Преобразуем напряжения и деформации в новые координаты, используя 

силовую схему свободного тела, изображённую на рисунке 3. 

x
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xy
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2 1
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x
xy

xy

12
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площадь
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поверхности
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y

x

2

x
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xy

12
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площадь
dA

поверхности


 
 

Рис. 3. Обобщённая ортотропная пластина. 
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Из силовой схемы свободного тела, изображённой на рисунке 3, находим, что 

2 2
1 cos sin 2 sin cosx y xy          , 

2 2
2 sin cos 2 sin cosx y xy          , 

 2 2
12 sin cos sin cos cos sinx y xy              . 

(8) 

Таким образом, напряжения, описанные в системах координат 1,2  и ,x y , 

могут быть преобразованы друг в друга с помощью матрицы преобразования T    

или обратной к ней 
1

T


   : 

1

2

12

x

y

xy

T

 

 

 

  
  

      
  

    

      и     
1

1

2

12

x

y

xy

T

 

 





   
   

     
   

   

 .     (9) 

где 

 

2 2

2 2

2 2

cos sin 2sin cos

sin cos 2sin cos

sin cos sin cos cos sin

T

   

   

     

 
 
     
 
 

 

 

,     (10) 

 

2 2

1 2 2

2 2

cos sin 2sin cos

sin cos 2sin cos

sin cos sin cos cos sin

T

   

   

     



 
 
     
 
 





 

.     (11) 

Эти же матрицы используются для преобразования деформаций: 

1

2

12

x

y

xy

T

 

 

 

  
  

      
  

    

      и     
1

1

2

12

x

y

xy

T

 

 





   
   

     
   

   

 .     (12) 

Отметим, что при преобразовании деформаций должна быть использована 

тензорная деформация сдвига, а не относительная продольная деформация сдвига. 
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Это следует из геометрических построений, так как величина сдвига относительно 

осей x  и y  должна сохраняться при преобразовании этих осей в новые (рис. 2(б)). 

Используя уравнения (9), (6) и (12), получаем: 

x x

y y

xy xy

Q

 

 

 

   
   

    
 

   
      

 ,     (13) 

где Q 
 

 - матрица жёсткостей тонкой пластины (монослоя) 

1
1 0 0

0 1 0

0 0 2

Q T Q T


 
             
 
 

 .     (14) 

Отметим, что если   - любой отличный от нуля угол между системами 

координат 1,2  и ,x y , то деформация сдвига будет порождать нормальные 

напряжения, а относительные линейные деформации будут способствовать 

напряжению сдвига. Такое растягивающее сдвигающее взаимодействие будет иметь 

место в тонкой пластине, нагруженной под углом к волокнам отличным от 0° и 90°. 

Механика многослойных композитных материалов. 

Для простоты в дальнейшем будем рассматривать только симметричные 

слоистые структуры (несимметричные слоистые структуры подробно описаны в 

[3]), то есть структуры, состоящие из слоёв, которые являются зеркальными 

отражениями друг друга относительно срединной плоскости. Также далее будем 

считать выполненными следующие условия: 

1. Толщина слоистой структуры мала по сравнению с другими её размерами. 

2. Тонкая пластина (монослой) слоистой структуры полностью связана. 



9 

3. Линии перпендикулярные поверхности слоистой структуры остаются 

прямыми и перпендикулярными поверхности после деформации. 

4. Тонкая пластина и слоистая структура линейно упругие. 

5. Внутренние напряжения и натяжения незначительны. 

Для описания слоистой структуры вводят общую систему координат, 

относительно которой определяют угол отклонения волокон каждого из слоёв. 

Выбор такой системы координат, вообще говоря, произволен, но в большинстве 

случаев для упрощения расчётов в качестве координатных осей выбираются 

продольное (ось x  - 0°-волокна) и поперечное (ось y  - 90°-волокна) направления 

одного из слоёв. 

В плоскости ,x y  определим углы, откладываемые от оси x  по часовой 

стрелке, как положительные, а против часовой – как отрицательные. Далее запишем 

последовательность укладки слоёв в виде 

1 2, ,..., n S
   
  , 

где S  - индекс, означающий симметричную укладу слоёв. Первым в скобках стоит 

угол слоя, находящегося дальше всех от средней плоскости структуры. Далее слои 

располагаются по мере приближения к средней плоскости. Если число слоёв 

нечётно, то над значением последнего угла ставится черта: 

1 2, ,..., n
S

   
 

. 

Любые повторяющиеся элементы внутри слоистой структуры записываются в 

круглых скобках с нижним индексом, равным числу повторений, например, 

0,90,0,90,0,90,0,90
S

    может быть записано как  
4

0,90
S

 
 

. 
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Если смежные слои имеют одинаковые значения углов, но с разными знаками, 

то знак «плюс-минус» размещается перед значением угла этих слоёв, например, 

0, 45, 45,90, 30, 30
S

       может быть записано как 0, 45,90, 30
S

   . 

После определения последовательности укладки слоёв композита, необходимо 

вычислить её механические характеристики: модули упругости, модуль сдвига и 

коэффициент Пуассона. 

Модули упругости и модуль сдвига определяются по формулам 

x x
x

x x

N h
E



 
  ,     

y y
y

y y

N h
E



 
  ,     

xy xy
xy

xy y

N h
G



 
  ,     (15) 

где h  - толщина слоистой структуры, а , ,x y xyN N N  - результирующие напряжения, 

которые для симметричной слоистой структуры задаются уравнением 

0

11 12 16
0

12 22 26

0
16 26 66

xx

y y

xy xy

N A A A

N A A A

A A AN







    
    
    
    
      

 .     (16) 

Здесь 0
x , 0

y  и 0
xy  - деформации срединной плоскости слоистой структуры, а 

ijA  - компоненты матрицы пространственной жёсткости A   , которые имею вид 

1

n

ij ij k
kk

A Q t


 
 

 ,     (17) 

где 
k

t  – это толщина k -ого слоя. 

Для определения значения одного из результирующих напряжений полагаем 

два других равными нулю (например, если нужно найти xN , то в (16) полагаем 

0, 0y xyN N  ). Таким образом, из (16) находим: 
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0 016 26 12 66
2

22 66 26

y x

A A A A

A A A
 

 
 
 
 





     и     

2
0 012 26 66 16 26 16

2 2
6622 66 26 66

xy x

A A A A A A

AA A A A
 

 
 
 
 


 


,     (18) 

2 2 2 2 2
12 16 26 66 12 66 16 26 16

110 2 2
6622 66 26 66

21x
x

x

A A A A A A A A AN h
E A

h AA A A A

 
 
 
 

 
   


,     (19) 

аналогично, 

0 016 26 12 66
2

11 66 16

x y

A A A A

A A A
 

 
 
 
 





     и     

2
0 012 16 66 16 26 26

2 2
6611 66 16 66

xy y

A A A A A A

AA A A A
 

 
 
 
 


 


,     (20) 

2 2 2 2 2
12 16 26 66 12 66 16 26 26

220 2 2
6611 66 16 66

21y
y

y

N h A A A A A A A A A
E A

h AA A A A

 
 
 
 

 
   


,     (21) 

и, наконец, 

0 012 26 16 22
2

11 22 12

x xy

A A A A

A A A
 

 
 
 
 





     и     

2
0 012 16 22 12 26 26

2 2
2211 22 12 22

y xy

A A A A A A

AA A A A
 

 
 
 
 


 


,     (22) 

2 2 2 2 2
12 16 22 26 16 22 12 26 26

660 2 2
2211 22 12 22

21xy
xy

xy

N h A A A A A A A A A
G A

h AA A A A

 
 
 
 

 
   


.     (23) 

Из уравнений (18) и (20) находим коэффициенты Пуассона: 

 

 

0
12 66 16 26

0 2
22 66 26

y
xy

x

A A A A

A A A







  


     и     

 

 

0
16 26 12 66

0 2
16 11 66

x
yx

y

A A A A

A A A







  


.     (24) 
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Расчёт безопасности от флаттера 

с помощью полиномиального метода Ритца. 

Методика расчёта безопасности от флаттера с помощью полиномиального 

метода Ритца ранее более подробно была описана в [4]. Напомним основные её 

положения. 

Критерий безопасности от флаттера. Флаттером называют незатухающие 

упругие колебания ЛА, возникающие в полёте под действием набегающего 

аэродинамического потока, если скорость полёта достигает некоторой определённой 

величины, которая называется критической скоростью Vкр  полёта ЛА. 

Основной критерий безопасности от флаттера состоит в том, что критическая 

скорость флаттера Vкр  должна превышать максимальную скорость maxV  полёта ЛА 

не менее чем в k раз, где 1.3k   – коэффициент запаса: 

maxV Vкр k  . 

Критическая скорость существенно зависит от плотности воздуха (высоты 

полёта) и его сжимаемости (числа Маха). Поэтому очень важной является задача 

определения критических скоростей для всех возможных режимов полёта или для 

всех возможных траекторий полёта. 

ЛА может быть подвержен разнообразным формам флаттера, в зависимости от 

того, какие степени свободы ЛА являются «ведущими». Например, для рулевых 

форм флаттера ведущими степенями свободы будут угол отклонения руля и 

деформация поверхности, несущей руль; для безрулевых - деформация кручения и 

деформация изгиба несущей поверхности (например, крыла). Изменение связи 
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между этими ведущими степенями свободы приводит к заметному изменению 

значений критической скорости. 

Выделение ведущих степеней свободы во многих случаях позволяет 

рассматривать колебания отдельных частей ЛА (чаще всего несущих поверхностей) 

изолированно, пренебрегая их взаимодействием с ЛА в целом, что значительно 

упрощает задачу. 

Полиномиальный метод Ритца. При решении задачи о флаттере, как 

правило, ограничиваются определением границы устойчивости малых упругих 

колебаний конструкции в потоке воздуха в условиях установившегося полёта. При 

этом все аэродинамические характеристики считаются линейными функциями 

деформаций и скоростей деформаций, силами внутреннего трения в конструкции, 

как правило, пренебрегают. 

Вводится следующая схематизация: предполагается, что деформацию ЛА 

можно описать деформацией его срединной поверхности, совпадающей с 

плоскостью xOz . Дополнительно вводится гипотеза прямых нормалей: при 

деформации системы все точки остаются на тех же нормалях к исходной 

поверхности и на тех же расстояниях от неё. 

Полиномиальный метод Ритца, заключается в том, что функция деформации 

ЛА (или какой-либо из его частей)  , ,w x z t  представляется в виде полинома 

 
0

, , ( ) k k

N
p q

k
k

w x z t u t x z


 ,     (25) 

где x – координата в направлении потока, а z – координата в направлении размаха, t – 

время, а неизвестные коэффициенты ряда ( )
k

u t  принимаются за обобщённые 
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координаты. Набор показателей степеней ряда задаётся таблицей в зависимости от 

характера граничных условий данной конкретной задачи и от того, сколько тонов 

собственных колебаний считается необходимым учитывать при расчёте на флаттер. 

Дифференциальные уравнения задачи о малых колебаниях получаются из 

уравнения Лагранжа второго рода 

, 1,...,
k

k k

d T
Q k N

dt u u

 
 
 
 

 
  

 
,     (26) 

если за обобщённые координаты выбрать ( )
k

u t  коэффициенты ряда (25). 

Кинетическую энергию T  и потенциальную энергию   колебаний представляют 

квадратичными формами от обобщённых скоростей и обобщённых координат. 

Решениями системы N уравнений Лагранжа являются вектор собственных 

частот системы и матрица, соответствующая собственным формам в обобщённых 

координатах. С помощью матрицы перехода полученные собственные формы из 

обобщённых координат преобразуются в физические. 

Моделирование ЛА. Конструкцию ЛА или какой-либо из его частей 

схематизируют девятью типами элементов, которым присвоены следующие 

условные названия: 1) «балки, работающие на изгиб»; 2) «балки, работающие на 

кручение»; 3) «панели»; 4) «ортотропные панели»; 5) «элероны»; 6) «линейные 

части»; 7) «сосредоточенные массы»; 8) «пружины»; 9) «трапеции». Минимальное 

количество элементов, с помощью которых можно описать ЛА, зависит от 

конструкционной схемы. Подробное описание этих элементов приведено в [4]. 

Расчёт на флаттер. Исходя из значений конструкционных параметров ЛА, 

для его модели вычисляются матрица инерции и матрица жёсткости, позволяющие 



15 

определить собственные частоты и собственные формы ЛА в отсутствие 

аэродинамического потока. После чего для исследования поведения ЛА под 

действием аэродинамического потока строятся матрицы аэродинамической 

жёсткости и аэродинамического демпфирования, используя один из следующих 

методов: метод сосредоточенных вихрей (при моделировании дозвукового потока) 

или метод поршня (при моделировании сверхзвукового потока). 

Из полученных матриц инерции, жёсткости, аэродинамической жёсткости и 

аэродинамического демпфирования составляется общая матрица. Найденные 

собственные значения этой матрицы i     позволяют определить критическую 

частоту флаттера и, соответственно, найти критическую скорость флаттера. Флаттер 

возникает при тех значениях  , для которых 0  . 

На основе описанной выше методики в программной среде «Wolfram 

Mathematica 8» на языке «Mathematica» разработана программа «Flutter Analysis 

Program». Программа обеспечивает возможность расчёта моделей несущих 

поверхностей ЛА, учитывая особенности материала, из которого сконструированы 

сами несущие поверхности. Расчётные значения выдаются в виде таблиц и 

графиков, что обеспечивает наглядность представления результатов. 

Далее на основе вышеописанной методики приводится пример расчёта 

безопасности от флаттера композитного крыла с помощью полиномиального метода 

Ритца. 
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Пример 

ИСХОДНЫЕ ДАННЫЕ 

Рассмотрим крыло, состоящее из двух материалов: титана и углепластика. 

Покажем, что структура композита непосредственно влияет на безопасность от 

флаттера. Для этого выполним расчёт для двух вариантов последовательности 

укладки слоёв углепластика. 

Крыло моделируется семью ортотропными панелями и тремя пружинами (рис. 

4). Крепление крыла к заделке предполагается упругим. 

 

Рис. 4. Ортотропные панели и пружины 



17 

Механические и геометрические характеристики ортотропных панелей 

приведены в таблицах 1 и 2 соответственно. 

Таблица 1 

Механические характеристики ортотропных панелей 

ТИТАН 

34430[кг / м ]   

УГЛЕПЛАСТИК 

31880[кг / м ]   

 1 вариант 2 вариант 

ОП №1,4 ОП №2,3,5,6,7 ОП №2,3,5,7 ОП №6 

Механические  характеристики  материала  

11 21.21 10 [Н / м ]E    

10 24,5149 10 [Н / м ]G    

0,34   

11 2

1 1.16 10 [Н / м ]E    

9 2

2 4.2 10 [Н / м ]E    

9 22,55 10 [Н / м ]G    

12 0,18   

10 2

1 4.55 10 [Н / м ]E    

10 2

2 1.76 10 [Н / м ]E    

10 22,07 10 [Н / м ]G    

12 0,81   

10 2

1 4.54 10 [Н / м ]E    

10 2

2 1.66 10 [Н / м ]E    

10 21,9 10 [Н / м ]G    

12 0,79   

 Структура  композита  

  0
n S

   , n H t   0, 45
n S

   , 3n H t  0, 45,45,0
S

    

Здесь 0.00125 [ ]t м  - толщина монослоя; H  - высота ортотропной пластины (ОП). 

Таблица 2 

Ортотропные панели 

№ 0x  0z  1x  1z  2x  3x  0H  1H  2H  

1 -0,175 0 -0,1586 0,7 -0,11 -0,1089 0,0025 0,0025 0,015 

2 -0,11 0 -0,1089 0,7 0,11 0,1089 0,015 0,01172 0,01456 

3 0,11 0 0,1089 0,7 0,175 0,1538 0,015 0,011 0,002 

4 -0,1586 0,7 -0,148 0,975 -0,1089 -0,148 0,0025 0,0025 0,01172 

5 -0,1089 0,7 -0,124 0,816 0,1089 0,124 0,01172 0,00798 0,011 

6 0,1089 0,7 0,148 0,975 0,1538 0,148 0,011 0,002 0,002 

7 -0,124 0,816 -0,148 0,975 0,124 0,148 0,00798 0,0025 0,00754 

Здесь 0 0,x z  - координаты переднего угла панели, имеющего меньшее значение z [м]; 1 1,x z  - 

координаты следующего по размаху угла панели [м]; 2 3,x x  - абсциссы остальных двух углов, при 

этом 0 2 1 3z z z z   , 0 2x x , 1 3x x  [м]; H0, H1, H2 – толщины в трёх углах панели [м]. 
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Характеристики пружин приведены в таблице 3. 

Таблица 3 

Пружины 

№ c k x z L sin  

1 1210  148505 -0,11 0 0 0 

2 1210  148505 0 0 0 0 

3 1210  148505 0,11 0 0 0 

Здесь с  – коэффициент упругости на вертикальное смещение [Н/м]; k – коэффициент упругости 

на поворот [Н м]; x, z – координаты точки, к которой жёстко присоединён горизонтальный 

стержень с пружиной на конце [м]; L – длина стержня – вынос пружины [м]; sin  – синус угла 

между осью z и стержнем, пружина действует в плоскости стержня  2 2     . 

Предполагается, что крыло прикреплено к заделке упруго. Степени полинома, 

соответствующего такой свободной схеме, приведены в таблице 4. 

Таблица 4 

Степени полинома 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

kp  0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 4 4 

kq  0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 0 1 2 3 0 1 2 0 1 

Дозвуковой аэродинамический поток рассчитывается при числе Маха равном 

0.9M   и описывается трапецией, сведения о которой приведены в таблице 5. 

Таблица 5 

Трапеция 

№ 0x  0z  1x  1z  2x  3x  r s 

1 -0,175 0 -0,148 0,975 0,175 0,148 10 5 

Здесь 0,1,2,3, ,i i ix z   - координаты углов трапеции [м], при этом 0 2 1 3z z z z   , 0 2x x 1 3x x . 

Трапеция разбивается на r полос, в каждой из которых равномерно распределены s вихрей. 
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РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЁТА 

В результате расчёта определяются первые восемь тонов собственных 

колебаний консервативной системы и соответствующие им формы. В инженерной 

практике известно, что наиболее важными являются первый тон изгиба и первый 

тон кручения. Их собственные формы и собственные частоты приведены на 

рисунках 5 и 6 для первого и второго вариантов укладки слоёв соответственно. На 

рисунках отчётливо видны узловые линии, по облику которых можно определить, 

что для первого тона колебаний форма близка к изгибу относительно бортовой 

хорды, а для второго - к вращению относительно оси близкой к оси вращения крыла. 

 

1 7,59 Гц   (изгиб) 
 

2 35,7 Гц   (кручение) 

Рис. 5. Собственные частоты и формы для 1 варианта 

 

1 10,85 Гц   (изгиб) 
 

2 53,56 Гц   (кручение) 

Рис. 6. Собственные частоты и формы для 2 варианта 
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Изменение комплексных частот крыла в дозвуковом потоке в зависимости от 

относительной плотности потока представлено в таблицах 6 и 7. Расчёт выполнен 

для скорости звука у земли 0 340[м / с]v  ; плотности воздуха у земли 3

0 1.225[кг / м ]  . 

Таблица 6 

Комплексные частоты крыла в дозвуковом потоке (1 вариант) 

 

Здесь 0   - относительная плотность потока воздуха, H – высота полёта [м], a – скорость 

распространения звука в воздушной среде, V – скорость ЛА [м/с
2
], 0q q  - относительный 

скоростной напор, , 1,2j ji j    - собственные частоты 1 и 2 тона колебаний системы. 

Из таблицы 6 видно, что для первого варианта укладки композита флаттер 

возникает на первом тоне колебаний при относительных плотностях потока 

0 0,31   . 
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Таблица 7 

Комплексные частоты крыла в дозвуковом потоке (2 вариант) 

 

Из таблицы 7 видно, что для второго варианта укладки композита при 

рассматриваемых относительных плотностях воздуха флаттера не возникает. 

Частотный годограф первых двух тонов колебаний представлен на рисунках 7 

и 8, визуализирующих значения, полученные в таблицах 6 и 7. На рисунке 7 виден 

переход значений декремента δ первого тона колебаний в правую полуплоскость, 

что говорит о неустойчивости полученного для этого тона корня. Соответственно, 

на частоте около 16 Гц у крыла рассматриваемой конструкции (для 1 варианта 

укладки слоёв) возникает флаттер. Из рисунка 8 видно, что частоты первых двух 
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тонов колебаний находятся достаточно далеко друг от друга, то есть опасности 

флаттера не возникает. Таким образом, в обоих случаях – для вариантов 1 и 2 – 

проведён анализ возможности возникновения флаттера. 

 

Рис. 7. Годограф колебаний в дозвуковом потоке (1 вариант) 

 

Рис. 8. Годограф колебаний в дозвуковом потоке (2 вариант) 
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Заключение 

Применение КМ при их правильном использовании даёт возможность 

значительно повысить лётные характеристики ЛА в результате облегчения 

конструкции. При этом не происходит потери устойчивости ЛА, так как КМ 

позволяют изменять упругие характеристики формируемого изделия в зависимости 

от выбора заданной структуры материала. 

Полиномиальный метод Ритца вместе с предложенной в работе методикой 

расчёта механических характеристик КМ позволяет произвести расчёт безопасности 

от флаттера с достаточной точностью. Эффективность в решении этой задачи 

объясняется простотой математической модели, быстротой подготовки расчётных 

данных и скоростью расчёта. Это является очень важным фактором, поскольку 

производство КМ и изделий из них довольно сложно технологически и требует 

больших финансовых затрат. Предварительный расчёт формируемого изделия при 

различных исходных данных позволяет получить экономическую выгоду, так как 

модель изделия формируется на компьютере, и инженер-конструктор может уже на 

начальном этапе определить наиболее подходящий вариант для укладки слоёв 

композита. 
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