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Аннотация 

Излагается новый метод выявления устойчивости, неустойчивости нелинейных авто-

номных динамических систем без введения функции Ляпунова. Достоверность метода дока-

зана теоретически и подтверждена результатами исследования устойчивости конкретных не-

линейных автономных систем второго и пятого порядков. 
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К настоящему времени исследование устойчивости решений нелинейных систем 

дифференциальных уравнений строится на основе введения и анализа свойств функции Ля-

пунова. Однако общего алгоритма ее построения не имеется [1, гл.II, §2], поэтому существу-

ет актуальная необходимость исследования устойчивости решений таких систем без введе-

ния функции Ляпунова и, естественно, без получения самого решения.  

Цель статьи - разработка метода исследования устойчивости нелинейных автономных 

систем обыкновенных дифференциальных уравнений второго и более высокого порядков без 

применения функций Ляпунова. 

1. Основы метода.  

Метод основан на следующих утверждениях. 

Утверждение 1. Для любой нелинейной автономной системы дифференциальных 

уравнений 

)(xfx =&         (1), 
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где x nE∈  - вектор фазовых координат, f(x) - нелинейная гладкая вектор - функция, удовле-

творяющая условию Липшица, существует сопряженная система автономных линейных 

однородных дифференциальных уравнений 

xtxtpHp ∂−∂= /))(),((& ,       (2) 

где p(t)=(p1(t),…,pn(t)) – вектор сопряженных фазовых координат, H(p, x)=(pT(t), f(x)) -

функция Гамильтона. При этом, если якобиан системы (1) 

0,/)()( >xxf=xJ ij ∂∂      n,=ji, 1,... , 

то ее решение устойчиво тогда и только тогда, когда решение сопряженной системы (2) 

неустойчиво. 

Доказательство. Существование линейной однородной системы (2) для системы (1) 

непосредственно исходит [2, гл.IV, §4.4] из канонической гамильтоновой системы 

xtftpHp ∂−∂= /))(),((& . 

Утверждение об устойчивости системы (1) и неустойчивости системы (2) есть резуль-

тат применения формулы Серре-Френе [3, гл.3, §50] оценки кривизн решений этих систем: 

их кривизны противоположны по знаку, движения по фазовым траекториям происходят в 

сопряженных пространствах, поэтому при сходимости решения системы (1) имеет место 

расходимость решения системы (2). 

Утверждение 2. Для сопряженной к (1) линейной однородной системы дифференци-

альных уравнений 

xtftpHp ∂−∂= /))(),((&        (3) 

с функциональной матрицей nkiki xxf ,...,1,)/)(( =∂−∂  собственные значения λ(x(t)) представля-

ются функциями фазовых координат x=(x1,…,xn), а ее решение p(t) устойчиво асимптоти-

чески тогда и только тогда, когда все собственные значения λ(x(t)) отрицательно опреде-

лены и не приближаются к нулю при возрастании временной координаты, неустойчиво то-

гда и только тогда, когда собственные значения λ(x(t)) положительно определены и не при-

ближаются к нулю при возрастании временной координаты. 

Доказательство. Так как система (3) автономная линейная и однородная, то закон 

изменения неизвестных функций не меняется с течением времени. Это означает, что на лю-

бой момент t собственные значения представимы функциями λ(x(t)), зависящими от элемен-

тов функциональной матрицы nkiki xxf ,...,1,)/)(( =∂−∂ , и должны удовлетворять характеристиче-

скому уравнению 

0)()/)(( ,...,1, =−∂−∂ = Exxxf nkiki λ . 
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Действительно, если решение уравнения (3) принять в виде  

)))((exp()(
0
∫=
t

dxtp ττλ , 

то (3) преобразуется к виду 

=∫ )))((exp())((
0

t

dxtx ττλλ )))((exp()/)((
0

,...,1, ∫=∂−∂
t

nkiki dxxxf ττλ , 

откуда имеем характеристическое уравнение. Но тогда, очевидно исследование устойчиво-

сти решения системы (2), а, значит, и нелинейной системы (1), как сопряженной с (2), можно 

осуществлять по критерию Раусса-Гурвица или Льенара-Шипара, то есть без введения функ-

ции Ляпунова. 

Отметим также, что при равенстве нулю хотя бы одного из собственных значений 

системы (2) (коэффициент при старшей степени векового уравнения всегда не равен нулю), 

фазовые траектории могут представлять собой замкнутые кривые и устойчивость будет оп-

ределяться одновременно для систем (1) и (2). Утверждение 2 доказано. 

Утверждение 3. Для локализации критических точек – точек бифуркации решения 

нелинейной автономной системы достаточно установить точки разрыва в фазовом про-

странстве собственных значений, взятых с обратным знаком, функциональной матрицы 

линейной сопряженной системы в зависимости от управляющих параметров исследуемой 

автономной системы. 

Доказательство. Пусть задана нелинейная автономная система 

)x,...,()( n1xftxi =& ,   ni ,...,1= , 

n-го порядка с гладкими правыми частями и ее якобиан  

1 2

1,2,...,
1,2,...,

( , ,..., )( ) 0i n

i nj
j n

f x x xJ f
x =

=

⎛ ⎞∂
= >⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

. 

Составим для заданной системы сопряженную систему 

∑
= ∂

∂
−=

n

j i

nj
ji x

xxf
tptp

1

1 ),...,(
)()(& ,   i=1,…,n, 

и соответствующее этой системе характеристическое уравнение  
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Видно, что функциональная матрица сопряженной системы является транспонированной и 

имеет обратный знак по отношению к матрице-якобиану заданной системы. Но это означает, 

что собственные значения матрицы сопряженной системы и матрицы-якобиана равны и про-

тивоположны по знаку, или, иначе, это означает, что если для сопряженной системы выпол-

няется критерий Рауса-Гурвица, то решение заданной нелинейной автономной системы не-

устойчиво и наоборот. Поэтому для локализации критических точек решения заданной сис-

темы становится достаточным исследование собственных значений функциональной матри-

цы сопряженной системы. Доказательство завершено.  

2. Применение утверждений 1 и 2 для исследования устойчивости решений 

нелинейных автономных динамических систем. 

2.1. Имеется нелинейная система 

yx =& ,   3xxy +−=& ,       (4) 

Проверим, является ли его решение устойчивым, для этого введем сопряженную гамильто-

нову систему 

2
2

21 3 pxpp −=& ,   12 pp −=& ,        (5) 

И запишем характеристическое уравнение 

031 22 =−+ xλ . 

Корни этого уравнения могут быть различными: 

- не кратными вещественными с разными знаками когда 231 x< ; 

- комплексно сопряженными с нулевыми вещественными частями когда 231 x> ; 

- кратными нулевыми когда 231 x= . 

Составим главные диагональные миноры Раусса-Гурвица 

10 =Δ ,   01 =Δ ,   02 =Δ . 

Из них однозначно не следует вывод об устойчивости или неустойчивости решения сопря-

женной системы, а значит – и основной нелинейной системы. Для устойчивости решения ос-

новной системы необходимо выполнение условия 231 x> ; при этом будет иметь место изо-

лированная замкнутая траектория – движение основной системы периодическое, орбиталь-



 

5 
 

но- устойчивое, что полностью согласуется с установленными в [4, c.349] результатами. 

2.2. Исследуем на устойчивость решение нелинейной динамической системы, 

описываемой системой уравнений Ван-дер-Поля 

yx =& ,   xyaxy 22 )1( βε −−=&        (6) 

с малым параметром ε>0. Для этого построим сопряженную систему 

( )axyp=p 2 ε22
1 +β& , 2

2
12 )1(ε paxp=p −−−& , 

составим характеристическое уравнение 

02)1(ε 22 =εaxy+ax+ 2 +− βλλ  

и выпишем главные диагональные миноры Гурвица 

1Δ0 = , 

)1(εΔ 2
1 ax= − , 

)ε2)(1(εΔ 22
2 axyax= +− β , 

сформируем условия устойчивости решения (6) с учетом требования положительности 

якобиана 22 βε += axJ  системы (6) 

0)1(ε 2 <ax− ,       (7) 

0)ε2)(1(ε 22 <+− axyax β => 0ε22 >axy+β ,   (8) 

при выполнении условий (7), (8) решение сопряженной системы будет устойчиво, а решение 

основной – неустойчиво. Такие условия полностью согласуются с условиями, полученными 

в [4]. 

Проверим, выполняется ли для (6) критерий Бендиксона, то есть является ли знакооп-

ределенной функция 

y
yxY+

x
yxX

∂
∂

∂
∂ ),(),(

.               (9) 

где yyxX =),( , ))1(),( 22 yaxxyxY −+−= εν  - правые части системы (6). Непосредственно 

устанавливается, что функция (9) имеет вид 

)1(ε 2ax−  

и она определена отрицательно при 21 ax<  и положительно при 21 ax> , то есть не является 

знакоопределенной. Значит, решение системы Ван-дер-Поля может иметь предельный цикл. 

Условия (7) и (8) является необходимым и достаточным для существования функции 

Ляпунова, производная которой ( ) ( ) 0ε <yx,yf=yx,E&  [5, гл.2, §12], т.е. полученные условия 

устойчивости решения (6) охватывают накладываемые в [5, гл.2, §12] условия на прираще-
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ние функции Ляпунова. 

2.3. Выясним – устойчиво ли решение нелинейной системы  
3xay=x +−& ,   3ybx=y +& ,   0>a ,  0>b . 

Составим для этого сопряженную систему 

21
2

1 3 bppx=p −−& ,   2
2

12 3 pyap=p −& . 

выпишем характеристическое уравнение 

0)33( 222 =+++ abyx λλ . 

и запишем главные диагональные миноры Гурвица 

1Δ0 = , 

22
1 33Δ yx= + , 

)33(Δ 22
2 yxab= + . 

Из последних следует, что решение сопряженной системы будет всегда устойчиво, а 

решение основной – неустойчиво. 

При этом отметим, что якобианы основной и сопряженной систем записываются со-

ответственно в виде 

22
2

2

9
3

3
yxab

yb
ax

J(x,y) +=
−

= , 

22
2

2

21
* 9

3
3

yxab
ya
bx

),p(pJ +=
−
−−

= . 

Из результатов вычисления якобианов следует, что имеют место особые точки положений 

равновесия решений систем в фазовых пространствах 2E  и *2E  соответственно, в которых 

траектории движения могут быть найдены в виде целых функций. 

3. Применение утверждения 3. 

Применим утверждение 3 для выявления критических точек решения системы нели-

нейных аэродинамических уравнений [6, гл.12] 

j
=j

j
j

j

j xF+CF=x ∑∑
5

1
111& ,   mk

km
ij

=j

j
ij

j

j
ii xxF+xF+CF=x ∑∑

5

1

& ,   2..3=ii,mk ≠≠ , 

j
=j

j
ij

j

j
ii xF+CF=x ∑∑

5

1

& ,   4..5=i ,   (10) 

где 
j

ij
i x

F=F
∂
∂ . 

Построим для (10) сопряженную систему 
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22

1
111 Fp+Fp+F+xFp+Fx+Fp+Fp=p& ,   

( ) 2
55

2
44

2
31

12
33

2
22

2
112 Fp+Fp+F+xFp+Fp+Fp=p& , 

( ) 3
55

3
44

3
33

3
21

31
22

3
113 Fp+Fp+Fp+F+xFp+Fp=p& , 

4
55

4
44

4
33

4
22

4
114 Fp+Fp+Fp+Fp+Fp=p& , 

5
55

5
44

5
33

5
22

5
115 Fp+Fp+Fp+Fp+Fp=p& .    (11) 

Для анализа устойчивости системы (10) необходимо исследовать зависимости собст-

венного значения λ от управляющих параметров k
iF , i,k=1,…5 характеристической матрицы 

0
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1
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4
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4
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4
2

4
1

3
5

3
4

3
3

3
21

31
2

3
1

2
5

2
4

2
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12
3

2
2

2
1

1
5

1
4

1
32

12
3

1
23

31
2

1
1

=

FFFFF
FFFFF
FFFF+xFF
FFF+xFFF
FFF+xFFx+FF

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
−

−

λ
λ

λ
λ

λ

,  (12) 

Полученные зависимости собственного значения от каждого из управляющих пара-

метров при фиксации всех других поставим в соответствие зависимости производной P по-

тенциальной функции для (10) от тех же параметров. 

Вычисления зависимостей выполним на ПЭВМ с использованием системы Maple. На 

основе анализа всех пар зависимостей выявим бифуркационное множество для системы (10) 

и множество ее устойчивых стационарных точек. 

Результаты вычислений представлены на рисунках 1-54. На рисунках слева представ-

лены зависимости производной потенциальной функции от управляющих параметров, а на 

рисунках справа - зависимости собственного значения λ от тех же управляющих параметров. 

 

 

      
 

 

 

 

 

Рис.1. Зависимость P от 1
1F ,  

(P 1
1F 0) =  при 1

1F =1 

Рис.2. Зависимость λ от 1
1F , 

при 1
1F =1 λ( 1

1F ) имеет разрыв II  
рода и скачкообразно меняет знак
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Рис.3. Зависимость P от 31
2F , 

(P 31
2F 0) =  при 31

2F =0
Рис.4. Зависимость λ от 31

2F , 
при 31

2F =0 λ( 31
2F )>0 и имеет  

разрыв II рода 

Рис.5. Зависимость P от 12
3F ,  

(P 12
3F 0) =  при 12

3F =0 
Рис.6. Зависимость λ от 12

3F , 
при 12

3F =0 λ( 12
3F )>0 и имеет  

разрыв II рода 

Рис.7. Зависимость P от 2
1F , 

(P 2
1F 0) =  при 2

1F =11 
Рис.8. Зависимость λ от 2

1F , 
при 2

1F =11 λ( 2
1F )>0 и  

имеет складку 

Рис.9. Зависимость P от 3
1F , 

(P 3
1F 0) =  при 3

1F =6.3  
Рис.10. Зависимость λ от 3

1F , 
при 3

1F =6.3 λ( 3
1F )>0 
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Рис.11. Зависимость P от 4
1F , 

(P 4
1F 0) =  при 4

1F =1.4 
Рис.12. Зависимость λ от 4

1F , 
при 4

1F =1.4 λ( 4
1F ) имеет разрыв  

II рода и скачкообразно меняет знак

Рис.13. Зависимость P от 5
1F , 

(P 5
1F 0) =  при 5

1F =1.5 
Рис.14. Зависимость λ от 5

1F ,  
при 5

1F =1.5 λ( 5
1F ) скачкообразно  

меняет знак 

Рис.15. Зависимость P от 1
2F , 

(P 1
2F 0) =  при 1

2F =1.5 
Рис.16. Зависимость λ от 1

2F , 
при 1

2F =1.5 λ( 1
2F )<0 

Рис.17. Зависимость P от 2
2F , 

(P 2
2F 0) =  при 2

2F = 1077.2 +e  
Рис.18. Зависимость λ от 2

2F , 
при 2

2F = 1077.2 +e  λ( 2
2F )>0 
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Рис.19. Зависимость P от 3
2F , 

(P 3
2F 0) =  при 3

2F =-1.8 
Рис.20. Зависимость λ от 3

2F , 
при 3

2F =-1.8 λ( 3
2F )>0 

Рис.21. Зависимость P от 4
2F , 

(P 4
2F 0) =  при 4

2F =1.5 
Рис.22. Зависимость λ от 4

2F , 
при 4

2F =1.5 λ( 4
2F )>0  

Рис.23. Зависимость P от 5
2F , 

(P 5
2F 0) =  при 5

2F =4.5 

Рис.25. Зависимость P от 1
3F , 

(P 1
3F 0) =  при 1

3F =7.9 
Рис.26. Зависимость λ от 1

3F , 
при 1

3F =7.9 λ( 1
3F )>0 

Рис.24. Зависимость λ от 5
2F , 

при 5
2F =4.5 λ( 5

2F )>0 
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Рис.27. Зависимость P от 2
3F , 

(P 2
3F 0) =  при 2

3F =1.1 
Рис.28 Зависимость λ от 2

3F , 
при 2

3F =1.1 λ( 2
3F )<0 

Рис.29. Зависимость P от 3
3F , 

(P 3
3F 0) =  при 3

3F =2.1 
Рис.30. Зависимость λ от 3

3F , 
при 3

3F =2.1 λ( 3
3F )>0 

Рис.31. Зависимость P от 4
3F , 

(P 4
3F 0) =  при 4

3F =10.2 
Рис.32. Зависимость λ от 4

3F , 
при 4

3F =10.2 λ( 4
3F )>0 

Рис.33. Зависимость P от 5
3F , 

(P 5
3F 0) =  при 5

3F =-37.5 
Рис.34. Зависимость λ от 5

3F , 
при 5

3F =-37.5 λ( 5
3F )<0  
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Рис.35. Зависимость P от 1
4F , 

(P 1
4F 0) =  при 1

4F =2.5  
Рис.36. Зависимость λ от 1

4F , 
при 1

4F =2.5 λ( 1
4F )>0 и имеет  

негладкую складку 

Рис.37. Зависимость P от 2
4F , 

(P 2
4F 0) =  при 2

4F =9.2 
Рис.38. Зависимость λ от 2

4F , 
при 2

4F =9.2 λ( 2
4F )<0  

Рис.39. Зависимость P от 3
4F , 

(P 3
4F 0) =  при 3

4F =10.5 
Рис.40. Зависимость λ от 3

4F , 
при 3

4F =10.5 λ( 3
4F ) <0 

Рис.41. Зависимость P от 4
4F , 

(P 4
4F 0) =  при 4

4F =0 
Рис.42. Зависимость λ от 4

4F , 
при 4

4F =0 λ( 4
4F )>0 и терпит разрыв 

II рода 
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Рис.43. Зависимость P от 5
4F , 

(P 5
4F 0) =  при 5

4F =0 
Рис.44. Зависимость λ от 5

4F , 
при 5

4F =1.5 λ( 5
4F ) терпит II рода 

Рис.45. Зависимость P от 1
5F , 

(P 1
5F 0) =  при 1

5F =3 
Рис.46. Зависимость λ от 1

5F , 
при 1

5F =3 λ( 1
5F ) имеет  

не гладкую складку  

Рис.47. Зависимость P от 2
5F , 

(P 2
5F 0) =  при 2

5F =42.5 
Рис.48. Зависимость λ от 2

5F , 
при 2

5F =42.5 λ( 2
5F ) <0  

Рис.49. Зависимость P от 3
5F , 

(P 3
5F 0) =  при 3

5F =-35.2 
Рис.50. Зависимость λ от 3

5F , 
при 3

5F =-35.2 λ( 3
5F )>0 
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Из полученных зависимостей непосредственно следует, что  

- бифуркационное множество системы (10) состоит из 11 критических точек (рис. 1, 3, 5, 7, 

11, 13, 35, 41, 43, 45, 51) и этим точкам соответствуют точки разрыва собственного значения 

матрицы сопряженной системы (11) (рис. 2, 4, 6, 8, 12, 14, 36, 42, 44, 46, 52); 

- исследуемая нелинейная аэродинамическая система (10) имеет 13 устойчивых стационар-

ных состояний и в этих состояниях производные потенциальной функции равны нулю (рис. 

3, 5, 7, 9, 17, 21, 23, 25, 29, 31, 35, 51, 53) а собственное значение матрицы сопряженной сис-

темы (11) – положительно определенные функции (рис. 4, 6, 8, 10, 18, 22, 24, 26, 30, 32, 36, 

52, 54) в окрестности значения параметра k
iF , 5,...,1, =ki , в котором производная потенци-

альной функции обращается в ноль; 

- в точках бифуркаций вещественные части собственных значений либо скачкообразно ме-

няют знак (рис. 2, 12, 14, 46), и тогда при малых изменениях управляющих параметров ос-

новная система переходит в устойчивое, или неустойчивое положение; либо отрицательно 

определенны (рис. 16, 20, 28, 34, 38, 40, 48, 50), и тогда решение сопряженной системы (11) 

является устойчивым, а решение основной системы (10) – неустойчивым; либо собственные 

Рис.51. Зависимость P от 4
5F , 

(P 4
5F 0) =  при 4

5F =3.4 
Рис.52. Зависимость λ от 4

5F , 
при 4

5F =3.4 λ( 4
5F )>0 и имеет 

разрыв II рода 

Рис.53. Зависимость P от 5
5F , 

(P 5
5F 0) =  при 5

5F =3.5 
Рис.54. Зависимость λ от 5

5F , 
при 5

5F =3.5 λ( 5
5F ) меняет знак 
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значения определены положительно, и тогда решение основной системы устойчиво в рас-

сматриваемой точке (рис. 4, 6, 8, 12, 36, 52), а точка является аттрактором. Из зависимостей 

(рис. 2, 4, 6, 12, 42, 44, 52) следует также, что если вещественные части собственных значе-

ний в критической точке не существуют либо принимают нулевые значения то система на-

ходится в колебательном режиме и малое изменение управляющего параметра переводит 

систему в устойчивый или неустойчивый режимы. 

4. Заключение.  

Разработанный метод применим для исследования устойчивости различных нелиней-

ных автономных систем второго, третьего и высших порядков, описываемых автономными 

системами и нелинейными дифференциальными уравнениями, и для таких систем он, в от-

личие от известных методов, основанных на анализе функций Ляпунова, не требует введения 

функции Ляпунова, не требует приведения исследуемой системы к градиентной форме или 

ее линеаризации и построения фазового портрета для выявления свойств устойчивости сис-

темы. 
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