
ÓÄÊ 519.62ßâíàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ ïåðâîé ñìåøàííîé çàäà÷èäëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèéÂ.À. Äðóæèíèí�àññìàòðèâàåòñÿ ÿâíàÿ ñõåìà ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ðåøåíèÿ ïåðâîé ñìåøàííîéçàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ äè��åðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Äàííûé êëàññ çàäà÷ èí-òåðåñåí òåì, ÷òî âîçäåéñòâèå íà èõ ðåøåíèå â îäíîé ïîäîáëàñòè ìîæåò ïðèâîäèòü ê ý��åê-òó â äðóãîé. Â ñòàòüå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÿâíàÿ ñõåìà óñòîé÷èâà è ñõîäèòñÿ, åñëè âûïîëíåíîóñëîâèå òèïà Ëàêñà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíà òåîðèÿ �àêòîð-ìåòîäà.Òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïðîèëëþñòðèðîâàíû ãðà�èêàìè ðåøåíèé, èç êîòîðûõ âèäíà ñïå-öè�èêà ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÏóñòü Q � Rn � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãðàíèöåé �Q = SiMi (i = 1; : : : ; No), ãäå Mi �(n�1)-ìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ êëàññà C1, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè è ñâÿçíûìè â òîïîëîãèèãðàíèöû �Q. Ïóñòü â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè g 2 �QnSiMi îáëàñòü Q äè��åîìîð�íà n-ìåðíîìó äâóãðàííîìó óãëó, åñëè n � 3, è ïëîñêîìó óãëó, åñëè n = 2.Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç W k2 (Q) ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà êîìïëåêñíîçíà÷íûõ �óíêöèéèç L2(Q), èìåþùèõ âñå îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå âïëîòü äî k-ãî ïîðÿäêà èç L2(Q), ñ íîðìîékukW k2 (Q) = 8<:Xj�j�k ZQ jD�u(x)j2dx9=;1=2 ;à ÷åðåç �W k2 (Q) îáîçíà÷èì çàìûêàíèå ìíîæåñòâà �èíèòíûõ áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûõ�óíêöèé _C1(Q) â W k2 (Q).Ââåäåì íåîãðàíè÷åííûé äè��åðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûé îïåðàòîð AR : L2(Q) ! L2(Q) ïî�îðìóëå ARu = nXi;j=1(RijQuxj)xiñ ïëîòíîé â L2(Q) îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(AR) = fu 2 �W 12 (Q) : ARu 2 L2(Q)g. Çäåñü RijQ =PQRijIQ, Riju(x) = Xh2M aijhu(x + h) (i; j = 1; : : : ; n);



aij� = aji�, M � Rn � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè, IQ :L2(Q)! L2(Rn) � îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ �óíêöèè èç L2(Q) íóëåì â RnnQ, PQ : L2(Rn)! L2(Q)� îïåðàòîð ñóæåíèÿ �óíêöèè èç L2(Rn) íà Q, aijh 2 R.Îïðåäåëåíèå 1 Îïåðàòîð (�AR) íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì â Q, åñëè äëÿ âñåõ u 2_C1(Q) �Re(ARu; u)L2(Q) = ReZQ nXi;j=1RijQuxjuxidx � 1kuk2W 12 (Q); (1)ãäå 1 > 0 íå çàâèñèò îò u.Â îáëàñòè QT = Q � (0; T ) ñ öèëèíäðè÷åñêîé ãðàíèöåé �T = �Q � (0; T ) ðàññìàòðèâàåòñÿïåðâàÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî äè��åðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ�u�t � ARu(x; t) = f(x; t); (2)ãäå f 2 L2(QT ), ñ êðàåâûì óñëîâèåì uj�T = 0 ((x; t) 2 �T ) (3)è ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ujt=0 =  (x) (x 2 Q): (4)Îïðåäåëåíèå 2 Ìû áóäåì íàçûâàòü �óíêöèþ u 2 L2(0; T ; �W 12 (Q)) îáîáùåííûì ðåøåíèåìçàäà÷è (2)-(4), åñëè äëÿ ëþáîé �óíêöèè v 2 W 12 (QT ) : vj�T = 0; vjt=T = 0 âûïîëíåíî èíòåãðàëüíîåòîæäåñòâî ZQT (�uvt + nXi;j=1RijQuxjvxi)dxdt = ZQT fvdxdt + ZQ  vjt=0dx:Äîêàçàíî (ñì. [1℄, [2℄), ÷òî çàäà÷à (2)-(4) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå, åñëèîïåðàòîð (�AR) � ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèé â Q è �óíêöèÿ  (x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâóíà÷àëüíûõ äàííûõ �W 12 (Q), ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òàêèå çàäà÷è.Ñõîäèìîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî äè��å-ðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ äîêàçàíà â �20 [3℄. Â [4℄ äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ìåòîäà�àëåðêèíà ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)-(4).Â [5℄ âûâåäåíî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè (è ñõîäèìîñòè) ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû �àêòîð-ìåòîäà äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ,÷òî â �àêòîð-ìåòîäå â êà÷åñòâå òàêîãî îïåðàòîðà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ íåñàìîñîïðÿæåííûéëèíåéíûé äè��åðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûé îïåðàòîð âòîðîãî ïîðÿäêà AR, à òàêæå ÷òî îãðàíè÷å-íèå íà âûáîð øàãà ïî t, äîñòàòî÷íîå äëÿ óñòîé÷èâîñòè (è ñõîäèìîñòè) ÿâíîé ñõåìû ðåøåíèÿïàðàáîëè÷åñêîé çàäà÷è, â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ îäèíàêîâî.



2. Ôàêòîð-ìåòîäÂâåäåì âåêòîð l, êîìïîíåíòû li (i = 1; 2; : : : ; n) êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé øàãè ðàçíîñò-íîé ñåòêè ïî êîîðäèíàòå xi, è ðàçîáüåì ïðîñòðàíñòâî Rn íà ýëåìåíòàðíûå ïàðàëëåëåïèïåäû!(kl) = fx = (xi) : kili � xi < (ki + 1)li; i = 1; 2; : : : ; ng. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì �
(l) çàìêíóòóþîáëàñòü, ñîñòîÿùóþ èç ÿ÷ååê �!(kl), ïðèíàäëåæàùèõ �Q, à åå ãðàíèöó îáîçíà÷èì ÷åðåç �(l), 
(l) =�
(l) � �(l). Òàêæå ÷åðåç �Q(l) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåðøèí (kl), ïðèíàäëåæàùèõ �
(l), ÷åðåç S(l)îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âåðøèí (kl), ïðèíàäëåæàùèõ �(l), Q(l) = �Q(l)�S(l). À ÷åðåç Q+(l) îáîçíà÷èììíîæåñòâî âåðøèí (kl), âçÿòûõ ïî îäíîé èç ÿ÷ååê !(kl), ïðèíàäëåæàùèõ �
(l).Íèæíèì èíäåêñîì (l) (íàïðèìåð, v(l)) áóäåì ïîìå÷àòü ñåòî÷íûå �óíêöèè, îïðåäåëåííûå âêàæäîé òî÷êå (kl) íåêîòîðîé ñåòêè. Äîáàâî÷íûé èíäåêñ h ñåòî÷íîé �óíêöèè v(l) (ò.å. v(lh)) áóäåòîçíà÷àòü, ÷òî áåðåòñÿ çíà÷åíèå íå â òî÷êå (kl), à â òî÷êå (kl + h), h 2 M . Ïðè ýòîì, òàê êàêâåêòîðà ñäâèãîâ h 2M � ýòî âåêòîðà ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè, âñåãäà ìîæíî âûáðàòüøàãè òàê, ÷òîáû êàæäîìó ñäâèãó ïî êàæäîé êîîðäèíàòå âåêòîðà h ñîîòâåòñòâîâàëî öåëîå ÷èñëîøàãîâ ïî ýòîé êîîðäèíàòå.Äëÿ êàêîé-ëèáî àáñòðàêòíîé ñåòî÷íîé �óíêöèè v(l) ââåäåì êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå âîñïîëíåíèå~v(x) ïî �îðìóëå: ~v(x) = v(l); x 2 !(kl): (5)Ïóñòü E1 � ïîäïðîñòðàíñòâî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà E. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà u 2 E ìíî-æåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ âèäà u+ x, ãäå x 2 E1, íàçûâàåòñÿ êëàññîì ñìåæíîñòè �u ýëåìåíòà u ïîïîäïðîñòðàíñòâó E1. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ êëàññîâ ñìåæíîñòè, â êîòîðîé åñòåñòâåííûì îáðàçîìââîäÿòñÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì èíàçûâàåòñÿ �àêòîð-ïðîñòðàíñòâîì E=E1 ïðîñòðàíñòâà E ïî ïîäïðîñòðàíñòâó E1.Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî E=E1 ìîæíî íîðìèðîâàòü, ïîëîæèâk�ukE=E1 = infv2�u kvk: (6)Â ýòîé íîðìå ïðîñòðàíñòâî E=E1 ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì. Íîðìà (6) íàçûâàåòñÿ åñòåñòâåííîé.Äàëåå â ïðîñòðàíñòâå E=E1 ðàññìîòðèì òàêæå è äðóãèå íîðìû.Ñîîòâåòñòâèå u ! �u ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîð�èçìîì E íà E=E1, ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ E1.Ýòîò ãîìîìîð�èçì îáîçíà÷èì ÷åðåç '1. Â åñòåñòâåííîé íîðìå ëèíåéíûé îïåðàòîð '1 èìååòíîðìó, ðàâíóþ 1. Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè ââåäåííîé â E=E1 íîðìå ãîìîìîð�èçìE íà E=E1 íåïðåðûâåí.Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé â êà÷åñòâå èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà E âûáåðåì ãèëüáåðòîâîïðîñòðàíñòâî L2(Q). Âîñïîëíåíèÿ ~u(x) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíòû �àêòîð-ïðîñòðàíñò-



âà L2(Q)= ker'(l), ïðè ýòîì ãîìîìîð�èçì '(l) äëÿ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ li (i = 1; 2; : : : ; n) ïðåîá-ðàçóåò u 2 L2(Q) â ~u 2 L2(Q)= ker'(l):'(l)u(x) = 1�(l) Z!(kl) v(y)dy; x 2 !(kl);ãäå �(l) = l1 : : : ln.Â ñèëó òåîðåìû 10.1 èç [6℄ ëèíåéíûé ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð (�AR) óäîâëåòâîðÿåòòðåáîâàíèÿì, êîòîðûì äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü îïåðàòîð â ïîñòàíîâêå çàäà÷è, ñ�îðìóëèðîâàííîéâ ï.1 � 1 ãëàâû V [5℄.Êàê è â ãë. VI [7℄, ââåäåì ðàçíîñòíûå îòíîøåíèÿ, àïïðîêñèìèðóþùèå ïðîèçâîäíûå â ëþáîéòî÷êå x 2 !(kl): ~vxi(x) = 1li [~v(x+ liei)� ~v(x)℄;~v�xi(x) = 1li [~v(x)� ~v(x� liei)℄;ãäå ei � n-ìåðíûé i-é îðò. Ýòè îòíîøåíèÿ ìîæíî ïåðåíåñòè íà ñåòî÷íîå ìíîæåñòâî, òàê ÷òîv(l)xi = ~vxi(x); v(l)�xi = ~v�xi(x); x 2 !(kl);ïîòîìó ÷òî âîñïîëíåíèÿ ~v(x) ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè.Â ïðîñòðàíñòâå L2(Q)= ker'(l) ââåäåì íîðìók~v(x)kL2(Q)= ker'(l) � 0B�Z
(l) ~v2(x)dx1CA1=2 = 0B��(l)XQ+(l) jv(l)j21CA1=2 :Äàëåå äëÿ óäîáñòâà áóäåì îïåðèðîâàòü íîðìàìèkv(l)k = k~v(x)kL2(Q)= ker'(l);kv(l)xik � 0B��(l)XQ+(l) jv(l)xi j21CA1=2 = k~vxi(x)kL2(Q)= ker'(l);kv(l)xk =  nXi=1 kv(l)xik2!1=2íàä ñåòî÷íûìè �óíêöèÿìè v(l).3. �àçíîñòíàÿ ñõåìà�àññå÷åì öèëèíäð QT = Q� (0; T ) ïëîñêîñòÿìè t = q� , q = 0; 1; : : : ; N , � = T=N .



Àíàëîãè÷íî ðàçäåëó 1 ââåäåì îïåðàòîð �IQ+(l) ïðîäîëæåíèÿ íóëåì �óíêöèè, îïðåäåëåííîé íàQ+(l), íà âñþ ñåòêó f(kili) : ki = 0;�1;�2; : : : ; i = 1; 2; : : : ; ng, è îïåðàòîð �PQ+(l) ñóæåíèÿ �óíêöèè,îïðåäåëåííîé íà âñåé ñåòêå, îáðàòíî íà Q+(l).Ââåäåì îïåðàòîð �RijQ+(l) = �PQ+(l) �Rij �IQ+(l), ãäå�Rijv(l) = Xh2M aijhv(l)h (i; j = 1; : : : ; n)äëÿ v(l), îïðåäåëåííîé íà âñåé ñåòêå.Íàêîíåö, ââåäåì íà Q(l) îïåðàòîðû�ARv(l) = nXi;j=1( �RijQ+(l)v(l)xj )�xiäëÿ v(l), îïðåäåëåííîé íà Q+(l), è ~AR~v = �ARv(l), ãäå ~v åñòü âîñïîëíåíèå íà Q ñåòî÷íîé �óíêöèèv(l), îïðåäåëåííîé íà Q+(l) è ïðîäîëæåííîé íóëåì íà âñå ñåòî÷íîå ìíîæåñòâî.ßâíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî äè�-�åðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäåu(l)t(q)� �ARu(l)(q) = f(l)(q); u(l) 2 Q(l) (7)ñ êðàåâûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìèu(l)(q)jS(l) = 0; q = 0; 1; 2; : : : ; N; (8)u(l)(0) =  (l): (9)Îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ÿâíîé ñõåìû î÷åâèäíà.Ââåäåì íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç G àääèòèâíóþ àáåëåâóãðóïïó, ïîðîæäåííóþ ìíîæåñòâîì M , à ÷åðåç Qr îòêðûòûå ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâàQ n � Sh2G(�Q + h)�.Îïðåäåëåíèå 3 Ìíîæåñòâà Qr ìû áóäåì íàçûâàòü ïîäîáëàñòÿìè, à ñîâîêóïíîñòü R âñå-âîçìîæíûõ ïîäîáëàñòåé Qr � ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà Q.�àçáèåíèåR åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïàäàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ êëàññû: áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî ïîäîáëàñòè Qr1 , Qr2 2 R ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó, åñëè ñóùåñòâóåò h 2 G òàêîå, ÷òîQr2 = Qr1 + h. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïîäîáëàñòè îäíîãî êëàññà èìåþò îäèíàêîâóþ�îðìó. Îáîçíà÷èì ïîäîáëàñòè Qr ÷åðåç Qsm, ãäå s � íîìåð êëàññà (s = 1; 2; :::), à m �ïîðÿäêîâûé íîìåð ïîäîáëàñòè â s-îì êëàññå. Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè îáëàñòè Q êàæäûé êëàñññîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà N = N(s) ïîäîáëàñòåé Qsm è N(s) � ([diamQ℄ + 1)n.



Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââåäåì ðàçáèåíèå çàìûêàíèÿ �
(l) íà ïîäìíîæåñòâà �
(l)sm, êàæäîåèç êîòîðûõ ñîñòîèò èç íàáîðà ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê �!(kl)sm, à òàêæå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà �Q+(l)íà ïîäìíîæåñòâà �Q+(l)sm (s = 1; 2; : : : ; m = 1; 2; : : : ; N(s)).Ââåäåì ìàòðèöû Rijs = krijspmkN(s)p;m=1 ïîðÿäêà N(s)�N(s) ñ ýëåìåíòàìèrijspm = 8<: aijh; h = hsm � hsp 2M;0; hsm � hsp =2M;à òàêæå áëî÷íûå ìàòðèöû Rs = kRijskni;j=1 (10)ïîðÿäêà n �N(s)� n �N(s).Ëåììà 1 Ñîîòíîøåíèå�XQ+l nXi=1 ��(i)(l)�2 �XQ+l nXi;j=1 �RijQ+l �(j)(l) �(i)(l) � �XQ+l nXi=1 ��(i)(l)�2 ; (11)ãäå � > 0, � > 0, âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà��T� � �TRs� � ��T�; (12)ãäå � 2 Rn�N(s) , s = 1; 2; : : : , è âûïîëíåíî óñëîâèå �(i)(l)jS(l) = 0, i = 1; : : : ; n.Äîêàçàòåëüñòâî:Ïóñòü �(i)(l)jS(l) = 0, i = 1; : : : ; n, è âûïîëíåíî óñëîâèå (12).Îáîçíà÷èì ÷åðåç �(i)(l)sm ñåòî÷íûå �óíêöèè, îïðåäåëåííûå íà ïîäìíîæåñòâàõ �Q+(l)sm (s =1; 2; : : : ,m = 1; 2; : : : ; N(s), i = 1; : : : ; n). Òàê êàê çàìûêàíèÿ �
(l)s1; : : : ; �
(l)sN(s) èìåþò îäèíàêîâóþ�îðìó, äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè �!(kl)sm íàéäóòñÿ ÿ÷åéêè �!(kl)sp òàêèå, ÷òî �!(kl)sp = �!(kl)sm+h, h 2 G, èäëÿ �(i)(l)sm ñ arg �(i)(l)sm 2 �Q+(l)sm íàéäóòñÿ �(i)(l)sp ñ arg �(i)(l)sp 2 �Q+(l)sp òàêèå, ÷òî arg �(i)(l)sm�arg �(i)(l)sp 2 G(p;m = 1; : : : ; N(s), i = 1; : : : ; n), ïîýòîìóXQ+(l) nXi;j=1 �RijQ+(l)�(j)(l) �(i)(l) =Xs N(s)Xp;m=1 XQ+(l)sm nXi;j=1 aij�arg �(j)(l)sp�arg �(i)(l)sm��(j)(l)sp�(i)(l)sm: (13)Äëÿ �(i)sm ñ arg �(i)sm 2 �
(l)sm ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ �(i)s = ��(i)s1 ; : : : ; �(i)sN(s)�T è �s = ��(1)Ts ; : : : ;�(n)Ts �T(s = 1; 2; : : : , m = 1; 2; : : : ; N(s), i = 1; : : : ; n). Â ñèëó óñëîâèÿ (12), êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþòìàòðèöû Rs, ñïðàâåäëèâî��Ts �s � nXi;j=1 N(s)Xp;m=1 aij�arg �(j)sp �arg �(i)sm��(j)sp �(i)sm = �TsRs�s � ��Ts �s; (14)



ïîýòîìó óñëîâèå (11) âûïîëíåíî.Ëåììà äîêàçàíà.Èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (12) ñîãëàñíî òåîðåìàì 1,2 � 10 [3℄ ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð (�AR)ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì.4. Óñòîé÷èâîñòüÄîêàæåì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ñõåìû (7)-(9). Äëÿ ïðîñòîòû äîêàæåì åãî äëÿñëó÷àÿ l1 = : : : = ln = l.Òåîðåìà 1 Äëÿ óñòîé÷èâîñòè �àêòîð-ìåòîäà (7)-(9) äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (12),� < l22n�: (15)Äîêàçàòåëüñòâî:Ïóñòü d 2 C(0; a), g 2 C(0; a), a 2 N . Ñïðàâåäëèâà �îðìóëàa�1Xk=0(d(k + 1) � d(k))g(k) = � aXk=1 d(k)(g(k) � g(k � 1)) + d(a)g(a) � d(0)g(0); (16)àíàëîãè÷íàÿ �îðìóëå "ñóììèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì"èç � 2 ãë.VI [7℄. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿöåëîãî ÷èñëà 0 � b � a èìååò ìåñòî �îðìóëàa�b�1Xk=0 (d(k + 1)� d(k))g(b + k) = � a�bXk=1 d(k)(g(b + k)� g(b + k � 1)) + d(a � b)g(a)� d(0)g(b);(17)ñîâïàäàþùàÿ ñ (16) ïðè b = 0.Ïóñòü �(l)(q) � ïðîèçâîëüíàÿ ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ íà �Q(l), ðàâíàÿ íóëþ íà S(l). Äîìíîæèì (7)íà 2� ln�(l)(q + 1), ïðîñóììèðóåì ïî Q(l) è àíàëîãè÷íî (17) ïîëó÷èì2� lnXQ(l)(u(l)t(q)� �ARu(l)(q))�(l)(q + 1) = 2� lnXQ+(l)(u(l)t(q)�(l)(q + 1)++ nXi;j=1( �RijQ+(l)u(l)xj(q))�(l)xi(q + 1)) = 2� lnXQ+(l) f(l)(q)�(l)(q + 1): (18)Åñëè â �îðìóëå (18) âûáðàòü �(l)(q + 1) = u(l)(q + 1) è ïðåîáðàçîâàòü ïåðâîå ñëàãàåìîå, òî ýòà�îðìóëà ïðèîáðåòåò âèäku(l)(q + 1)k2 � ku(l)(q)k2 + kÆu(l)(q)k2++ 2� lnXQ+(l) nXi;j=1( �RijQ+(l)u(l)xj (q))u(l)xi(q + 1) = 2� lnXQ+(l) f(l)(q)u(l)(q + 1); (19)



ãäå Æu(l)(q) = u(l)(q + 1)� u(l)(q).Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óñòîé÷èâîñòè âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèåì (11). Íî ïðèìåíèòü åãîìîæíî òîëüêî åñëè â (19) u è uxi ïðè hi = 0 (i = 1; 2; : : : ; n) áóäóò àïïðîêñèìèðîâàòüñÿðàçíîñòíûì îòíîøåíèåì â ìîìåíò (q + 1). ×òîáû ýòîãî äîñòè÷ü, ïðèáàâèì è îòíèìåì2��lnPQ+(l)Pni;j=1 aij�u(l)xj(q + 1)u(l)xi(q + 1), ãäå � > 0 � ìàëîå ÷èñëî.Äëÿ êàæäîãî m = 1; : : : ; N(s) â (13) âûáåðåì�(i)(l)sp = 8<: 1p�u(l)xisp(q); p 6= m;p�u(l)xisp(q + 1); p = m; (20)ãäå i = 1; : : : ; n. Áëàãîäàðÿ (11) îöåíèìlnXQ+(l) nXi;j=1[( �RijQ+(l) � aij�E)u(l)xj(q) + �aij�u(l)xj(q + 1)℄u(l)xi(q + 1) � ��ku(l)x(q + 1)k2: (21)Êðîìå òîãî, ïðèìåíèì (11) è ïîëó÷èì îöåíêólnXQ+(l) nXi;j=1 aij�u(l)xj (q + 1)u(l)xi(q + 1) � �ku(l)x(q + 1)k2: (22)Ïðèìåíèâ (21) è (22) ê (19), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâîku(l)(q + 1)k2 � ku(l)(q)k2 + kÆu(l)(q)k2 + 2�(� � �)�ku(l)x(q + 1)k2++ 2� lnXQ+(l) nXi;j=1 aij�u(l)xj(q)u(l)xi(q + 1) � 2� lnXQ+(l) f(l)(q)u(l)(q + 1): (23)Ïðåîáðàçóåì ýòî íåðàâåíñòâî àíàëîãè÷íî òîìó êàê ýòî ñäåëàíî â ï. 9.3 ãë. VI [7℄. Ïîëó÷èìku(l)(q + 1)k2 � ku(l)(q)k2 + (1� 2n��l2 )kÆu(l)(q)k2 + ��ku(l)x(q)k2++ (� + 2�(� � �))�ku(l)x(q + 1)k2 � 2�kf(l)(q)kku(l)(q + 1)k: (24)Ïðîñóììèðîâàâ äàííîå íåðàâåíñòâî ïî q = 0; 1; 2; : : : ; m�1 è âûïîëíèâ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èìâ ðåçóëüòàòåku(l)(m)k2 + �� mXq=0 ku(l)x(q)k2 + (1 � 2n��l2 )m�1Xq=0 kÆu(l)(q)k2 � ku(l)(0)k2 + �( mXq=0 kf(l)(q)k)2: (25)Ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ïðè óñëîâèè 0 < 1� 2n��l2 < 1.Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (2), òî èç (24) ñëåäóåòku(l)(q + 1)k = k(I + � �AR)u(l)(q)k � ku(l)(q)k; (26)



ò.å. kI + � �ARk � 1: (27)Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå òåîðåìû 2.1 èç ãë. V [5℄ è �àêòîð-ìåòîä óñòîé÷èâ.Òåîðåìà äîêàçàíà.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî aijh = 8<: 1; i = j; h = �0; i 6= j;ãäå i; j = 1; 2; : : : ; n. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå (15) ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñèëüíûì, ÷åì óñëîâèå óñòîé÷è-âîñòè ÿâíîé ñõåìû ðåøåíèÿ ïåðâîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ, â êîòîðîìaijh = 8<: 1; i = j; h = �;0; i 6= j èëè h 6= �;ò.å. óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, ñ�îðìóëèðîâàííîå, íàïðèìåð, â � 1 ãë.V [8℄.5. ÑõîäèìîñòüÁëèçîñòü ðåøåíèÿ u(l)(q); q = 0; 1; : : : ; N; çàäà÷è (7)-(9) ê ðåøåíèþ çàäà÷è (2)-(4) ïðèèñïîëüçîâàíèè �àêòîð-ìåòîäà õàðàêòåðèçóåòñÿ ñõîäèìîñòüþ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðèáëèæåí-íûå ðåøåíèÿ ~uN(q�; x), ïðèíàäëåæàùèå L2(Q)= ker'(l), ñõîäÿòñÿ ê �óíêöèè u(t; x), åñëèmaxq=0;1;:::;N k'(l)u(q�; x)� ~uN(q�; x)kL2(Q)= ker'(l) ! 0; N !1: (28)Òåîðåìà 2 Âîñïîëíåíèÿ ~uN(q�; x) â Q ðåøåíèé u(l)(q) ñèñòåìû óðàâíåíèé (7)-(9) ñõîäÿòñÿê îáîáùåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (2)-(4) ïðè ëþáûõ  2 D(AR) è f 2 L2(QT ), åñëè îïåðàòîð(�AR) ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì â Q, à �àêòîð-ìåòîä óñòîé÷èâ.Äîêàçàòåëüñòâî:Èç Z
(l) '(l)vdx = ln X!(kl)2�
(l)( 1ln Z!(kl) vdx)2 � X!(kl)2�
(l) Z!(kl) v2dx = Z
(l) v2dxñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèåk'(l)ukL2(Q)= ker'(l) � kukL2(Q); (29)ãäå u 2 L2(Q),  > 0.Â ïðèìåðå 3.10 èç ãë. IX [9℄ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî u0 2 D(AR) âûïîëíåíî óñëîâèålimN!1 k'(l)ARu0 � ~AR'(l)u0kL2(Q)= ker'(l) = 0: (30)



Â ñèëó òåîðåìû 10.1 èç [6℄, òåîðåìû 3 èç ([1℄) è òåîðåìû 2.10 èç ãë. I [5℄ çàäà÷à Êîøè (2)-(4)äëÿ îäíîðîäíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ëèíåéíûì ñèëüíî ýëëèïòè÷åñêèì â Q îïåðàòî-ðîì (�AR) ðàâíîìåðíî êîððåêòíà.Òàêèì îáðàçîì, ïî òåîðåìå 2.6 èç ãëàâû V [5℄ âîñïîëíåíèÿ ~uN(q�; x) â Q ðåøåíèé u(l)(q)ñèñòåìû óðàâíåíèé (7)-(9) ñõîäÿòñÿ ê îáîáùåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (2)-(4) ïðè ëþáîì  2D(AR) è �óíêöèè f 2 L2(QT ).Òåîðåìà äîêàçàíà.6. ÏðèìåðÂ îáëàñòè Q = (0; 4=3)� (0; 4=3) ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ çàäà÷ó (2)-(4) ñ íà÷àëüíîé �óíê-öèåé (ñì. ðèñ. 1)  (x1; x2) = e�100(x1�x2)2 sin(3�x1) sin(3�x2)è ñ îïåðàòîðîì ARu = R11Qux1x1(x1; x2) +R22Qux2x2(x1; x2);ãäå RiiQ = PQRiiIQ,Riiu(x1; x2) = u(x1; x2) + �u(x1 + 1; x2 + 1) + �u(x1 � 1; x2 � 1); i = 1; 2:

ðèñ. 1



�àçáèåíèå R îáëàñòè Q ñîñòîèò èç äâóõ êëàññîâ ïîäîáëàñòåé: 1) Q11 = (0; 1=3) � (0; 1=3),Q12 = (1; 4=3)� (1; 4=3) è 2) Q21 = Qn(Q11 [Q12).Ìàòðèöû Rs (s = 1; 2), îïðåäåëåííûå ïî �îðìóëå (10), èìåþò âèäR1 = 0BBBBBB� 1 � 0 0� 1 0 00 0 1 �0 0 � 1
1CCCCCCA ; R2 = 0� 1 00 1 1A :Ìàòðèöà R2 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, åå ñïåêòð âêëþ÷àåò êðàòíîå ñîáñòâåííîåçíà÷åíèå �1 = 1.Ìàòðèöà R1 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, åñëè ïîëîæèòåëüíû åå ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ �21 = 1 +p�� è �22 = 1�p��.Âûáåðåì � = 1; 28 è � = 0; 32; òîãäà óñëîâèå (12) âûïîëíÿåòñÿ ñ � = �21 = 1; 8 è� = �22 = 0; 2.Âûáåðåì l = 0; 021; òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1 äëÿ óñòîé÷èâîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû (7)-(9)äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå � < 6; 125 � 10�5.Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåí ãðà�èê ðåøåíèÿ â ìîìåíò t = 6; 624 � 10�3 ñøàãîì � = 4; 8 � 10�5, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (15) òåîðåìû 1. ßâíàÿ ñõåìà óñòîé÷èâà, èýòî ïîäòâåðæäàåò òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå âûøå.

ðèñ. 2Ñïåöè�èêà äè��åðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïðîÿâëÿåòñÿ â äàííîì ïðèìåðå â òîì,÷òî ìàêñèìóìû íà÷àëüíîé �óíêöèè  (x1; x2) â ïîäîáëàñòÿõ Q11 è Q12 óáûâàþò áûñòðåå, ÷åì



ìàêñèìóìû â ïîäîáëàñòè Q21 (ñì. ðèñ. 1,2), ÷òî îáóñëîâëåíî íåëîêàëüíîñòüþ çàäà÷è (2)-(4).Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåí ãðà�èê ðåøåíèÿ â ìîìåíò t = 6; 624�10�3 ïðè l = 0; 021 è � = 7; 2�10�5,íå óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (15).

ðèñ. 3Êàê âèäíî, â ýòîì ñëó÷àå ÿâíàÿ ñõåìà íåóñòîé÷èâà.
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