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Метод погруженной границы для расчета сверхзвукового обтекания

затупленных тел на прямоугольных сетках*

В.В. Винников, Д.Л. Ревизников

Статья  посвящена  обобщению  метода  погруженной  границы  с  фиктивными  ячейками  на

решение  задач  вычислительной  аэрогидродинамики  в  областях  сложной  геометрической

формы с использованием прямоугольных сеток. На примере модельной задачи о сверхзвуковом

обтекании  кругового  цилиндра  продемонстрирована  высокая  эффективность  метода.

Проведенный сравнительный анализ показал хорошее согласование результатов расчетов с

эталонными распределениями.

Введение

В последнее десятилетие поиск универсальных подходов к решению задач вычислительной

аэродинамики  приобрел  большую  актуальность.  Одно  из  активно  развивающихся  направлений

посвящено использованию прямоугольных сеток при расчетах аэрогидродинамических течений в

нестационарных областях сложной геометрической формы. В методах этого направления основное

внимание  уделяется  аппроксимации  краевых  условий  на  криволинейных  границах,  не

совпадающих  с  сеточными  линиями.  При  дискретизации  краевых  условий  используется

представление  искомой  сеточной  функции  многомерным  полиномом  невысокой  степени.

Распространенным  является  использование  метода  наименьших  квадратов,  также  возможно

использование  процедур  билинейной  и  биквадратичной  интерполяции.  В  ряде  работ  [1-6]

приведены результаты расчетов на прямоугольных сетках, не уступающие по точности решениям

на адаптивных структурированных и неструктурированных сетках.

Настоящая  работа  посвящена   решению  уравнений  Эйлера  на  прямоугольных  сетках  с

использованием  метода  погруженной  границы  с  фиктивными  ячейками.  Этот  метод  обобщает

идеи, предложенные для решения задач гидродинамики [7] и теплообмена [8], а также ряда других

задач математической физики [9].

Алгоритм  метода  погруженной  границы  реализован  в  виде  программы  для  решения

нестационарной  внешней  задачи  аэродинамики  и  является  составной  частью  программного

комплекса, моделирующего воздействие сверхзвукового гетерогенного потока на обтекаемое тело.

Решению  этой  сложной  задачи  в  различных  постановках  посвящено  множество  работ  [10-18].

* Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 05-08-01478-а).



Характерной  чертой  данной  задачи  является  необходимость  учета  взаимного  влияния  ряда

разнородных  факторов,  таких  как  воздействие  дисперсной  фазы  на  картину  течения  и  на

обтекаемую  поверхность,  теплоперенос  и  теплоэрозионное  разрушение  теплозащитного

материала, изменение формы обтекаемого тела вследствие уноса массы и его влияние на течение в

ударном  слое.  В  этой  связи  большое  значение  имеет  сопряжение  алгоритмов  решения  задач

внешней аэродинамики, динамики дисперсной фазы, теплообмена и теплоэрозионного разрушения

в рамках единого подхода. Максимальное единообразие и универсальность алгоритмов решения

уравнений в частных производных обеспечивается при использовании прямоугольных сеток. Тем

самым достигается эффективное согласование всех программных модулей комплекса.

Постановка задачи

Рассматривается  двумерная  стационарная  задача  сверхзвукового  поперечного  обтекания

кругового  цилиндра  радиуса  0R  потоком  невязкого  сжимаемого  идеального  газа.  Расчетная

область,  приведенная на рис.1.,  представляет собой прямоугольник шириной  w  и высотой  h .

Центр цилиндра расположен в нижнем правом углу расчетной области и имеет координаты  0,w .

Область  покрывается  прямоугольной  равномерной  сеткой  с  шагами   1 xNwx ,

 1 yNhy .  Центры  ячеек  сетки  имеют  координаты    xi  5.0 ,    yj  5.0 ,  где

xNi ,,1,0  , yNj ,,1,0  .

В начальный момент времени область заполнена газом плотности 0  под давлением 0p . Газ,

занимающий  подобласть  1 ,  имеет  горизонтальную  скорость  0u .  Газ  в  подобласти  2

находится в состоянии покоя.

Решение  задачи  производится  методом  установления.  Система  уравнений  Эйлера,

описывающая течение газа, в декартовой системе координат имеет вид
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где вектор консервативных переменных и потоки задаются выражениями
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Система уравнений дополняется соотношениями для полной энергии и энтальпии:

   

p

EHvu
p

E 


 ,
2

1

1
22

.

Для  замыкания  системы  уравнений  на  границах  расчетной  области  ставятся  следующие

краевые условия. На левой границе  0x  задается краевое условие первого рода, определяющее



сверхзвуковой  невозмущенный  поток.  Значения  физических  переменных  на  правой   wx   и

верхней   hy   границах  находятся  из  однородного  условия  Неймана,  аппроксимирующего

условие  сверхзвукового  выхода  из  области.  На  нижней  границе   0y  задается  условие

симметрии. На поверхности цилиндра ставится условие непротекания.

3dx

1 2

0.0

3.0

1.5

Рис.1. Расчетная область и начальное условие для задачи обтекания кругового цилиндра.

Метод расчета

Для численного решения уравнений Эйлера имеется богатый набор разнообразных методов,

среди которых ни один не обладает подавляющими преимуществами над остальными. Из всего

множества  сеточных  методов  для  решения  гиперболических  систем  были  выбраны  TVD-

монотонизированные варианты методов Куранта-Изаксона-Риса (CIR) и Хартена-Лакса-ван Лира

(HLL),  см.,  например,  [19].  Эти  методы  позволяют  производить  расчет  задачи  сверхзвукового

обтекания затупленных тел, в то время как более точные методы типа Roe или Хартена-Лакса-ван

Лира с выделением контактных разрывов (HLLC) менее универсальны, поскольку проявляют на

ряде задач численную неустойчивость [20,21] и требуют привлечения дополнительной процедуры

энтропийной  коррекции.  В  ходе  проведенного  сравнения  было  получено,  что  для

рассматриваемого  класса  задач  метод  Хартена-Лакса-ван Лира  существенно  превосходит  по

производительности  метод  Куранта-Изаксона-Риса,  не  уступая  последнему  по  точности

получаемого решения.



Дискретизация  уравнений  Эйлера  осуществлялась  на  равномерной  прямоугольной  сетке.

Вычисление  потоков  вдоль  оси  x через  грани  ячейки  по  методу  Хартена-Лакса-ван  Лира

описывается следующим выражением:
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где    RRLL qFFqFF  , .

Реконструкция  векторов  консервативных  переменных  на  гранях  ячейки  выполнялась  согласно

выражениям:

   iiiRiiiL qqqqqqqq   ,limiter5.0,,limiter5.0 111 ,

где 1 iii qqq , а функция limiter(·) покомпонентно применяет одну из функций-ограничителей

к паре векторных аргументов. В настоящей работе в качестве основного использовался лимитер

minnod(·):

     








0,0

0,,minsign
,minmod

ab

abbaa
ba .

Существенных отличий в результатах решения при использовании других лимитеров отмечено не

было.

Собственные  значения  L ,  R  на  вертикальных  гранях  ячейки  вычислялись  по  вектору

усредненных значений физических переменных    EvuU  :
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Также можно проводить Roe-усреднение физических переменных:
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Вычисление  потоков  вдоль  оси  y через  грани  ячейки  по  методу  Хартена-Лакса-ван  Лира

осуществлялось аналогичным образом:
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где    TTBB qGGqGG  , ,

   jjjTjjjB qqqqqqqq   ,limiter5.0,,limiter5.0 111 ,

1 jjj qqq , cvcv TB    , .

Аппроксимация краевых условий

Для  аппроксимации  краевых  условий  на  криволинейной  границе  используются  три  узла

 11, yx ,  22 , yx ,  GG yx ,  и одна точка на границе  OO yx , , как показано на рис.2.
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Рис.2.  Используемые  при  дискретизации  краевых  условий  узлы  расчетной  сетки  и

вспомогательные точки.

На  криволинейной  границе  твердого  тела  для  уравнений  Эйлера  реализуется  условие

непротекания. Согласно этому условию нормальная составляющая скорости nu  равна 0:

0sincos   OO
n
O vuu ,

где   – угол наклона нормали к поверхности.

Тангенциальная составляющая скорости равна:

 cossin OOO vuu  .

Значения величин Ou  и Ov  в точке на границе  OO yx ,  связаны билинейным интерполяционным

соотношением с известными значениями в двух приграничных узлах  11, yx ,  22 , yx  и искомым

значением в фиктивном узле  GG yx , :
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Пусть

   

1

22

11

21

1

1

1

1




















GG

OOG

yx

yx

yx

yxbbb ,

тогда выражение можно переписать в виде

    sincossincossincos 22
2

11
1 vu

b

b
vu

b

b
vu

GG
GG  .

Для однозначного определения искомых значений скоростей Gu , Gv  в фиктивном узле  GG yx , ,

необходимы дополнительные уравнения.

Для замыкания системы используем краевое условие 0



n

u

 на криволинейной границе в точке

O.  Аппроксимация  этого  краевого  условия  также  осуществляется  с  помощью  процедуры

билинейной интерполяции:
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тогда

     OOGG nudvudvudvu   cossincossincossin 222111 .

Введем вспомогательные обозначения:

    sincossincos 22
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 ,

    cossincossin 2221112 vudvudRHS  .

Получим два уравнения:
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Откуда можно получить:
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Величина  G  определяется  из  краевого  условия  на  границе  0 n ,  которое

аппроксимируется линейным соотношением:
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Значение GE  определяется из краевого условия для давления на границе    Runp
2 :

   22

2

1

1 GG
G

G
G vu

p
E 




 ,

 
  



































O

GGG

np

p

p

yx

yx

yxp 2

1

1

22

11

sincos0

1

1

1



Величину 
Ou  в точке O на границе можно получить из уравнения:
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а величина O  может быть определена из уравнения
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В проведенных вычислительных экспериментах было отмечено, что подобная аппроксимация

краевых условий устойчива для гладких решений уравнений газовой динамики. При рассмотрении

задач  дифракции  ударной  волны  о  преграду  наблюдалась  расходимость  численного  метода,

объясняемая  непропорциональным  восстановлением  значений  в  фиктивном  узле  G в  случае

резкого наклона физических переменных на отрезке OG.

Для сохранения устойчивости необходимо предусмотреть механизм ограничения компонентов

вектора наклонов физических переменных:
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Вводится  дополнительная  точка-образ  I с  координатами   II yx , ,  которые  определяется

выражением:
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Далее  на  отрезке  IO с  помощью  процедуры  интерполяции  вычисляется  вектор  наклонов

физических переменных по их значениям в узлах  11 , yx ,  22 , yx ,…,  55 , yx :
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Полученные  наклоны  OGS  и  IOS  используются  для  восстановления  окончательного  значения

вектора физических переменных GU  в фиктивном узле  GG yx , :

 IOOGOG SSUU ,limiter .

Результаты расчетов

Решалась модельная задача поперечного обтекания кругового цилиндра единичного радиуса.

Число  Маха  0M  набегающего  свободного  потока  задавалось  равным  6.  Ширина  и  высота

расчетной  области  составляли  05.1 Rw   и  00.3 Rh   соответственно.  В  ходе  проведения

вычислительного  эксперимента  определялись  поля  плотности,  скорости  и  давления,

обезразмеренные относительно величин  0 ,  00 p ,  0p  соответственно. Расчет производился

на равномерной прямоугольной сетке  256128  узлов. Изолинии полей плотности и чисел Маха

представлены на рис.3-a,b. По распределению плотности также численно смоделирована теневая

фотография, приведенная на рис.3-c. Нормированная яркость каждого зерна теневой фотографии

задавалась выражением, приведенным в работе [22]:  15
max1  SchlierenB .



a) b) c)
Рис.3. a) – Изолинии полей плотности; b) – изолинии чисел Маха; с) – Симуляция теневой

фотографии (Schlieren image) и приближенно-аналитическое положение головной ударной

волны.

Наложение  на  теневую  фотографию  приближенно-аналитической  кривой,  описывающей

фронт головной ударной волны, показало хорошее совпадение положения  разрыва,  найденного

численным методом, с эталоном.  Приближенно-аналитическая кривая задавалась выражениями,

приведенными, например, в [5]:
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Результаты  сравнительного  анализа  численных  расчетов  с  эталонными  распределениями,

приведенными в работе [23], показаны на рис.4-6. Поскольку расчетные поля были получены на

прямоугольных сетках, была выполнена процедура переинтерполяции в цилиндрическую систему

координат.  Это  внесло  некоторую  погрешность  в  значения  численных  полей  вблизи  ударной

волны. Кроме того, было отмечено несовпадение численных распределений с эталонными вблизи

поверхности  цилиндра.  Это  объясняется  грубостью расчетной сетки.  Расчеты,  проведенные  на



более  подробной  сетке  1024512 ,  хорошо  согласуются  с  эталонными  распределениями  на

поверхности цилиндра.
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Рис.4. Радиальные сечения расчетного и эталонного полей плотности.
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Рис.5. Радиальные сечения расчетного и эталонного полей давления.
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Рис.6. Радиальные сечения расчетного и эталонного чисел Маха.

Заключение

В  настоящей  работе  приведено  обобщение  метода  погруженной  границы  с  фиктивными

ячейками на задачи вычислительной аэродинамики. Рассмотрена модельная задача сверхзвукового

обтекания  кругового  цилиндра.  Результаты  расчетов,  выполненных  на  прямоугольной  сетке,

показали хорошее совпадение с эталонными распределениями плотности, чисел Маха и давления в

ударном слое.
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