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Предлагается метод математического моделирования нелинейных, стохастических 
тепловых процессов в электронных системах. Моделирование основано на обобщенном 
псевдорешении, методе анализа стохастических температурных распределений полями 
статистических мер и разложении стохастической нелинейной матрицы математической 
модели на произведение двух матриц той же размерности, одна из которых зависит толь-
ко от температуры, а другая ‒ только от стохастических факторов. Разработанный метод 
позволяет найти уравнения, определяющие статистические меры нелинейных стохасти-
ческих распределений температуры. Сравнение результатов, полученных по данному ме-
тоду и методу Монте-Карло, показало достаточно высокую степень адекватности моде-
лирования. Применение метода к проектированию реальных систем показало его эффек-
тивность для инженерной практики. 
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Введение 

Проектирование конкурентоспособных элект-
ронных систем опирается на высокоадекватные 
эффективные методы математического и ком-
пьютерного моделирования сложных тепловых 
процессов, возникающих при функционирова-
нии электронных систем как в режиме их экс-
плуатации, так и испытаний. В силу нелиней-
ного и стохастического характера сложных теп-
ловых процессов, протекающих в реальных 
электронных системах, создаваемые для их мо-
делирования методы и модели должны для соот-

ветствия требованиям, предъявляемым к уровню 
их адекватности, учитывать основные физичес-
кие эффекты, приводящие к нелинейностям и 
стохастичности тепловых процессов [1–3].  

Нелинейный характер тепловых процессов в 
электронных системах обусловливается нели-
нейными зависимостями факторов теплообме-
на от температуры и тепловой обратной свя-
зью, вызванной значительной зависимостью 
мощностей потребления электронных компо-
нентов электронных систем (интегральных 
микросхем, электрорадиоэлементов) от темпе-
ратуры [2–5].  

Стохастический характер тепловых процес-
сов в электронных системах обусловливается 
как внутренними системными факторами, так и 
внешними факторами, возникающими при их 
функционировании и взаимодействии с окру-
жающей средой [1, 6‒9]. Стохастический харак-
тер внутренних системных факторов вызван 
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статистическим технологическим разбросом 
тепловых и электрических параметров элект-
ронных компонентов, возникающим как при их 
изготовлении, так и сборке и монтаже в элект-
ронных системах. Стохастичность внешних 
факторов обусловливается стохастическими 
величинами мощностей потребления элект-
ронных компонентов и параметров окружаю-
щей среды (температуры среды, давления, 
влажности, скорости потока жидкостной или 
воздушной среды). 

Существующие в литературных источниках 
методы моделирования тепловых процессов 
учитывают, как правило, либо нелинейность в 
приближении отсутствия стохастичности, либо 
нелинейность и стохастичность, но лишь при 
воздействии внешних стохастических факторов 
[1, 6, 10‒13]. В то же время работы, посвящен-
ные одновременному анализу и моделированию 
нелинейных интервально-стохастических теп-
ловых процессов, причем при воздействии как 
внешних, так и внутренних стохастических 
факторов, практически отсутствуют. Так, при-
веденные в работах [1, 3, 14‒16] методы, такие, 
например, как методы стохастической функции 
Грина, стохастического оператора и стохасти-
ческой обратной матрицы, методы возмущений, 
разложения нелинейностей в ряд Тейлора, 
Монте-Карло, хотя и позволяют анализировать 
стохастические процессы при воздействии как 
внешних, так и внутренних стохастических 
факторов, применимы, однако, либо для прос-
тых, одномерных систем (патологических и не 
представляющих интереса, как сказано в [14]), 
либо требуют значительных компьютерных за-
трат для достижения приемлемой точности.  

В настоящей работе разработан метод мате-
матического моделирования установившихся 
тепловых процессов в электронной системе, 
позволяющий моделировать нелинейные ин-
тервально-стохастические тепловые процессы 
при воздействии внешних и внутренних стохас-
тических факторов. Метод основывается на 
обобщенном решении в форме концепции нор-
мального псевдорешения и псевдообратной 
матрицы [17‒19], методе анализа стохастичес-
ких процессов посредством статистических мер 
[1, 20, 21], разложении матрицы тепловых про-
водимостей тепловой модели электронной сис-
темы на произведение двух матриц, одна из ко-
торых является детерминированной и нелиней-

но зависящей от температуры, а другая ‒ стохас-
тической и от температуры независящей, и ме-
тоде линеаризации нелинейностей разложением 
в ряд Тейлора [1, 21]. Применение разработан-
ного метода к реальной конструкции электрон-
ной системы, содержащей многослойную пе-
чатную плату и установленные на ней микро-
схемы, показало эффективность метода, малые 
затраты машинного времени и памяти и доста-
точную для практики теплового проектирова-
ния электронной системы погрешность расчета, 
не превышающую 6%.  

1. Стохастическая нелинейная  
математическая модель 

Тепловая модель электронной системы, 
представленная системой  N  изотермических 
элементов [1–3, 16, 21], представляет собой 
направленный граф, содержащий   1N +  узел 
(узлы от 1 до 1N −  моделируют элементы элект-
ронной системы, узел  N  – моделирует корпус 
системы, узел 1 N +  – среду внутри системы), 
M  ветвей, 1N −  независимых источников теп-
ловых потоков ( Фi , i = 1, 2, … , 1N − ) и два уз-
ла, моделирующие априори известные темпера-
туры окружающей среды eT .  

Стохастическая математическая модель, 
описывающая стационарные нелинейные сто-
хастические тепловые процессы в тепловой мо-
дели электронной системы для каждого элемен-
тарного события ω Ω∈  из пространства эле-
ментарных событий Ω , является системой 
матричных уравнений относительно неизвест-
ного вектора стохастических температур ( )ωT  
в узлах графа тепловой модели электронной  
системы [1, 2, 16, 21]: 

 ( ) ( ) ( ),ω ω ω , ω ΩTAG T A T = Φ ∈⋅ , (1) 

где ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1ω ω ,  ω , , ω T
NT T T T += …  – ( )   1N + -

вектор стохастических температур в узлах графа 
тепловой модели (каждая температура ( )ωiT   
в i-м узле графа равна превышению температуры 
i-го элемента электронной системы над темпера-
турой среды ( )ωeT  с известными математичес-
ким ожиданием eT  и дисперсией 

eTD );  A  ‒ 
( )1N M+ × -матрица инциденций графа тепловой 
модели; 
( ) ( ) ( ) ( )( )1 2,ω ,ω ,  ,ω , , ,ωMG T diag g T g T g T= …  

‒ диагональная нелинейная стохастическая 
( )M M× -матрица; ,ω( )kg T ,   1  ,  2,    ,     k M= …  ‒ 



ТЕПЛОВЫЕ ПРОЦЕССЫ В ТЕХНИКЕ. 2019. Т. 11. №8   

 

 

THERMAL PROCESSES IN ENGINEERING 357 
 

стохастические, зависящие от температуры 
тепловые проводимости ветвей графа тепловой 
модели; 
( ) ( ) ( ) ( )1 2 1ω ( ω ,  ω , , ω , 0, 0)T

N−Φ = Φ Φ … Φ  – 
( 1)N + -вектор стохастических мощностей по-
требления ( ),ω  i iTΦ  электронных компонентов 
электронной системы (интегральных микро-
схем и электро-радиоэлементов); {Ω , U, P} ‒ 
вероятностное пространство, U – σ-алгебра 
подмножеств пространства элементарных со-
бытий Ω , P – вероятность на U [21]; (*)T  – 
операция транспонирования. 

2. Решение стохастического уравнения 
тепловых процессов  

Излагаемый в настоящей работе метод, поз-
воляющий находить решение стохастического 
нелинейного, зависящего от искомого вектора 
температур уравнения (1), основан на следую-
щих составляющих: 

‒ концепции псевдорешения и псевдообрат-
ной матрицы [17‒19]; 

‒ методе анализа стохастических процессов 
статистическими мерами [1, 20, 21]; 

‒ разложении матрицы тепловых проводи-
мостей ( ),ωG T  тепловой модели электронной 
системы на произведение двух матриц, одна из 
которых является детерминированной ( )G T  и 
нелинейно зависящей от температуры, а другая 
( )ω  G  ‒ стохастической и от температуры неза-

висящей; 
‒ методе линеаризации нелинейностей по-

средством разложения в ряд Тейлора. 
Для получения решения нелинейного стохас-

тического уравнения (1) приведем последова-
тельно указанные методы и подходы. 

2.1. Концепция псевдорешения  
и псевдообратной матрицы 

Понятия псевдообратной матрицы и обоб-
щенного псевдорешения введены впервые Му-
ром [22] и позднее развиты Пенроузом [17]. 

Как известно, матричное уравнение HX Y=  
с невырожденной квадратной ( )N M× -мат-
рицей системы H , искомым вектором    X  и из-
вестным вектором Y  в правой части имеет 
единственное решение 1X H Y−= , где 1H −  ‒ 
обратная матрица. Если матрица H  является 
вырожденной или прямоугольной ( )N M× -мат-

рицей, ранг которой { }min ,Hr N M= , то систе-
ма уравнений  HX Y=  решений не имеет. Вмес-
те с тем, можно поставить вопрос нахождения 
решения  X  системы уравнений HX Y=  с вы-
рожденной ( )N M× -матрицей 1,

1,( ) j M
ij i NH h =

== , 
если в качестве решения X  принять вектор 

0 ,X  минимизирующий квадрат нормы невязки 
между левой и правой частями исходного урав-
нения, а именно 

 
2

2

1 1

|| || .
N M

i ij j
i j

Y HX y h x
= =

 
 − = −
 
 

∑ ∑  

В работах [17–19] доказывается, что реше-
ние 0X , доставляющее минимальное значение 
норме 2|| ||Y HX− , является единственным и 
при этом решение 0X  имеет наименьшую дли-
ну 2

0|| ||   X  среди любых других векторов X . 
Решение 0X  уравнения HX Y=  с вырожденной 
матрицей H , понимаемое в смысле евклидовой 
нормы 2l  [19], называется псевдорешением.  

Для практического нахождения псевдореше-
ния 0X  матричного уравнения HX Y=  с вы-
рожденной ( )N M× -матрицей H  используется 
концепция псевдообратной матрицы. А именно, 
как известно [18, 19], любую вырожденную 
прямоугольную ( )N M× -матрицу H  можно 
представить в виде так называемого скелетного 
разложения, т.е. в виде произведения H UV=  
двух прямоугольных матриц U  и V  размер-
ностями N K×  и  K M×  и рангами 

{ }  min ,Ur N K= , { }min ,Vr K M=  соответствен-
но. Тогда псевдообратная матрица  H + , с по-
мощью которой искомое псевдорешение 0X  
определяется в виде 0X H Y+= , будет равна 

1 1(  ( ))T T T TH V U V VV U U U+ + + − −= =  [18]. От-
метим, что хотя скелетное разложение H UV=  
вырожденной матрицы H  может быть осу-
ществлено бесчисленным множеством способов, 
псевдообратная матрица H +  будет, тем не ме-
нее, единственной. Если же матрица H  является 
квадратной и невырожденной, то ее обратная 
матрица 1H −  совпадает с ее псевдообратной 
матрицей H + . Таким образом, псевдообратная 
матрица H +  для вырожденной матрицы H  яв-
ляется аналогом обратной матрицы 1H −  в слу-
чае, если матрица H  невырожденная. 

Применим концепцию псевдорешения и псев-
дообратной матрицы к решению уравнения (1), 
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являющегося одновременно и стохастическим, 
и нелинейным. Однако перед этим приведем 
метод разложения диагональной нелинейной 
стохастической матрицы тепловых проводимос-
тей (см. уравнение (1)) на произведение двух 
диагональных матриц, одна из которых являет-
ся только стохастической и не зависит от тем-
пературы, а другая нелинейно зависит от тем-
пературы и является детерминированной.  

2.2. Разложение матрицы  
тепловых проводимостей на произведение  

двух диагональных матриц 

Для того чтобы осуществить разложение 
стохастической температурозависимой матри-
цы тепловых проводимостей ( ,ω)G T , входящей 
в матричное уравнение (1), рассмотрим струк-
туру тепловых проводимостей ,ω( )kg T , 

  1  ,  2,    ,  k M= …  в матрице ( ,ω)G T  уравнения (1).  
Тепловые потоки   ijJ  между элементами i  и 

j  с температурами iT  и jT  описываются зако-
ном [4, 16]  
 , , , ,cond conv rad cond conv rad

ij ijJ g= ( i jT T− ),  

в котором тепловая проводимость , ,cond conv rad
ijg  

между двумя элементами или элементом и сре-
дой, обусловленная кондукцией, конвекцией и 
излучением, выражается в виде  
 , , , ,αcond conv rad cond conv rad

ij ij ijg S= .  
Коэффициенты теплоотдачи , ,cond conv rad

ijα , 
вообще говоря, зависят от температуры элемен-
тов i  и j , являются стохастическими и могут 
быть представлены в следующем виде:  

– для естественной конвекции 
 ( ) ( ), ,ω ω ( )conv conv n

ij i j ij i jT T A T Tα = ⋅ − ; 

– для теплообмена излучением 

 ( ) ( ) ( ) ( )4 4, ,ω ω /rad rad
ij i j ij i j i jT T A T T T Tα = ⋅ − − ; 

– для кондуктивного теплообмена 
 ( ) ( ) ( )ω λ ω / δ ωcond

ij ij ijα = ,  

где ( )ωconv
ijA , ( )ωrad

ijA  ‒ случайные величины; 
n  – показатель степени в законе теплообмена; 

( )λ ωij  и ( )δ ωij  – случайные величины тепло-
проводности и толщины материала в слое кон-
такта между элементами  i  и j  [4, 16]. 

Таким образом, тепловые проводимости 
( )  ,ωkg T  в матрице ( ),ωG T , как правило, могут 

быть представлены в виде произведения двух 

проводимостей , ,( ) ( ) ( ),ω ωk k s k Tg T g g T= ⋅ , 
  1  ,  2,    ,  k M= … , одна из которых , ( )ωk sg  явля-

ется только стохастической, а другая , ( )k Tg T  
зависит только от температуры. Тогда и диаго-
нальная матрица проводимостей ( ,ω)G T  может 
быть представлена в виде произведения двух 
диагональных матриц, одна из которых )ω(sG  
является стохастической и не зависит от темпе-
ратуры, другая ( )TG T  нелинейно зависит толь-
ко от температуры и является детерминирован-
ной, а именно 
 ( ) ( ) ( ),ω ωs TG T G G T= ⋅ ,  ω Ω∈ . (2) 

Тогда матричное уравнение (1) запишется в 
следующем виде: 
 ( ) ( ) ( ) ( )ω ω ω , ω ΩT

s TAG G T A T = Φ ∈ . (3) 

2.3. Разделение нелинейности  
и стохастичности в матричном уравнении  

математической модели 

Решение уравнения (1), являющегося как 
стохастическим, так и нелинейным, наталкива-
ется на непреодолимые трудности. Между тем, 
матрица ( ),ω TAG T A  в (1) имеет специфичес-
кую структуру, а именно, матрица инциденций 
A графа тепловой модели и ее транспонирован-
ная TA  матрица состоит только из элементов 
0,1  ,  1− , а матрица тепловых проводимостей 
( ),ωG T  является диагональной и, согласно (2), 

равна произведению двух диагональных мат-
риц, одна из которых ( )ωsG  является только 
стохастической, а другая ( ) TG T  – детермини-
рованной и зависящей только от искомого век-
тора температур. Тем самым уравнение (1) мо-
жет быть записано в виде (3). Такая структура 
уравнения позволяет, как показывается ниже, 
воспользоваться для поиска решения стохасти-
ческого нелинейного уравнения (3) концепцией 
псевдообратной матрицы (см. п. 2.1), при этом 
разложение (2) позволяет разделить между со-
бой стохастические и температурозависимые 
матрицы системы. 

Умножив обе части уравнения (3) слева на 
транспонированную матрицу инциденций    TA , 
получим 
 ( ) ( ) ( ) ( )ω ω ωT T T

s TA AG G T A T A= Φ ,  ω Ω∈ . (4) 

Матрица TB A A=  является квадратной и 
вырожденной, и для нее обратной матрицы не 
существует. Вместе с тем для решения урав-
нения (4) можно построить псевдообратную 
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матрицу  B+  и найти приближенное наилуч-
шее решение уравнения (4), понимаемое в 
смысле псевдорешения (см. п. 2.1), т.е. реше-
ния, минимизирующего квадрат нормы 

( ) ( ) ( ) ( ) 2|| ω ω ω ||   T T
s TB A G G T A T+ Φ −  для каж-

дого ω∈Ω .  
Принимая во внимание, что в тепловых мо-

делях реальных электронных систем количест-
во узлов графа не превосходит количества вет-
вей, для матрицы инциденций  A  выполняется 
условие 1N M+ ≤ , а для ранга  r  матрицы  B  – 
соотношение r M≤ . В силу этого произведение 

TA A  является скелетным разложением матри-
цы TB A A= . Поэтому для матрицы B  суще-
ствует ее единственная псевдообратная матрица 

 B+  и она определяется выражением (см. п. 2.1) 
 1 1( ) ( )T T TB A AA AA A+ − −= . (5) 

Тогда уравнение (4), записанное через псев-
дообратную матрицу ,B+  примет вид: 
   ( ) ( ) ( ) ( )ω ω ωT T

s TG G T A T B A+= Φ ,  ω∈Ω , (6) 
а умножая уравнение (6) слева на обратную 
матрицу ( )1 ω ,sG−  получим 

   ( ) ( ) ( ) ( )1ω ω ωT T
T sG T A T G B A− += Φ , ω∈Ω , (7) 

где ( ) ( ) ( )( )1 1 1
1, ,ω ω ,  , ωs s M sG diag g g− − −= …  – обрат-

ная диагональная стохастическая ( )M M× -мат-
рица для диагональной стохастической матрицы 

( ) ( ) ( )( )1, ,ω ,ω ,  , ,ωs s M sG diag g T g T= … ; 
( ) ( ) ( )( )1, ,,  ,T T M TG T diag g T g T= …  ‒ диаго-

нальная ( )M M× -матрица. 

3. Получение уравнений  
для статистических мер стохастических  

температур электронных систем 

Для решения нелинейного стохастического 
уравнения (7) применим метод анализа стохас-
тических процессов с помощью определения 
уравнений для статистических мер и линеари-
зацию нелинейностей путем их разложения в 
ряд Тейлора с удержанием только линейных 
членов [1, 20]. 

3.1. Анализ стохастических процессов  
методом определения статистических мер 

Любой стохастический процесс, как извест-
но, полностью определяется своими законами 
распределения вероятностей всех порядков в 
любые моменты времени, однако их определе-
ние для столь сложных уравнений невозможно 

[14, 20, 24]. Между тем для моделирования теп-
ловых процессов в электронных системах зна-
ние законов распределения вероятностей и не 
требуется, поскольку с приемлемой для практи-
ки точностью достаточно уметь находить ста-
тистические меры стохастических температур 
( )ωiT , i = 1, 2, … , 1N + , а именно:  
– математические ожидания ( )   { ω }i iT E T= , 

где {}E ⋅  ‒ оператор математического ожидания; 

– дисперсии ( ){ }20
(ω)Ti iD E T= , где 

( ) ( ) ( )
0

ω ωi i iT T T t= −  ‒ центрированный стохас-
тический перепад температуры с нулевым ма-

тематическим ожиданием ( ){ }0
ω 0iE T =  и сред-

неквадратическим отклонением σTi TiD= ;  

– ковариации ( ) ( ){ }0 0

, ω ωTi Tj i jK E T T=  между 
стохастическими температурами ( )ωi iT T=  и 

( )ωj jT T=  элементов i и j (i, j = 1, 2, … , 1N + ) 
тепловой модели. 

Статистические меры ,,  ,   ,  i Ti Ti Ti TjT D Kσ , 
,  1,2, , 1i j N= … + , в свою очередь, определяют 

интервалы , , [ ,  ]Bot i Up iT T , внутри которых будут 
находиться реальные значения температур при 
функционировании электронной системы. Отме-
тим, что границы ,Bot iT  и ,Up iT  интервалов 

, , [ ,  ]Bot i Up iT T  определяются как ,  σBot i i TiT T= − ⋅  
и , σUp i i TiT T= + ⋅ , где   – коэффициент, значе-
ние которого оценивается согласно неравенству 
Чебышева: 

 ( ) ( )
0

2
1ω σ 1i TiP T t 

≤ ⋅ ≥ − 
 




  [20, 24]. 

Для определения искомых статистических 
мер стохастических температур электронной 
системы, а также интервалов их изменения, 
необходимо располагать уравнениями, описы-
вающими статистические меры.  

3.2. Линеаризация стохастического  
уравнения 

Для получения уравнений относительно ста-
тистических мер линеаризуем нелинейную мат-
рицу ( )TG T  в уравнении (7). Используя для 
линеаризации матрицы ( )TG T  метод разложе-
ния в ряд Тейлора с удержанием членов перво-
го порядка малости [1, 20], получим уравнение 
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относительно стохастического центрированно-

го вектора ( ) ( )
0

ω ωT T T= − , а именно 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0

1

ω

ω ω , ω Ω,

T
T

T
s

G T A T V T T

G B A− +

+ =

= Φ ∈
 (8) 

где ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0

1 2 1  ω ( ω , ω , ω )T
NT T T T += …  ‒ ( )1N + -

вектор стохастических центрированных темпера-
тур в узлах тепловой модели; 1 2 1  ( ,  , , )TNT T T T += …  
– ( 1)N + -вектор математических ожиданий тем-
ператур в узлах тепловой модели; 

( ) ( ) ( ) ( )( )1, 2, ,  ,  , ,T T T M TG T diag g T g T g T= …  – 
диагональная ( )  M M× -матрица с элементами, 
зависящими от математических ожиданий темпе-
ратур T ; ( ) ( )/i j T

V T J T= ∂ ∂  – ( 1)M N× + -мат-
рица Якоби, 1,2, ,i M= … , 1,2, , 1j N= … + , вы-
численная при значениях T ; ( ) ( )ωT

TJ G T A T=  
‒ вектор тепловых потоков в ветвях графа теп-
ловой модели электронной системы. 

Вопросы, связанные с погрешностями и 
границами применимости метода линеариза-
ции температурных нелинейностей в матема-
тической модели тепловых процессов элект-
ронных систем, подробно и детально рассмот-
рены в [1, 21]. 

3.3. Получение уравнений  
для статистических мер  

стохастических температур 

Стохастическое уравнение (8) является ли-
нейным относительно вектора ( )

0
ωT  и нели-

нейным относительно вектора T . При этом 
правая часть уравнения (8) содержит только 
стохастические члены, а левая ‒ только темпе-
ратурно-зависимые нелинейные члены. Это 
позволяет получить уравнения для статистичес-
ких мер стохастического вектора температур, а 
именно, для вектора математических ожиданий 
T  и ковариационной матрицы TTK . 

Применив к уравнению (8) оператор матема-
тического ожидания и принимая во внимание 
статистическую независимость элементов сто-
хастической матрицы ( )1 ωsG−  и стохастическо-
го вектора ( )Φ ω  между собой, получим 

 ( ) 1T T
T sG T A T G B A− += Φ , (9) 

где ( )1 1 1 1
1, 2, ,,  , ,s s s M sG diag g g g− − − −= …  – обратная 

диагональная ( )  M M× -матрица математичес-

ких ожиданий стохастических тепловых прово-
димостей. 

Уравнение (9) нелинейно относительно ис-
комого вектора  T  и его решение может быть 
найдено с помощью известных численных ме-
тодов. В силу диагональности матрицы 

( ) TG T  обратная ей матрица ( )1  TG T−  также 
является диагональной и поэтому может быть 
определена в явном виде, т.е. 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1
1, 2, ,,  , ,T T T M TG T diag g T g T g T− − − −= … , 

где тепловые проводимости зависят от математи-
ческого ожидания стохастической температуры. 

Выражение для ковариационной матрицы 

( ) ( ){ }0 0
  ω ωТ

TTK E T T=  после несложных преоб-
разований будет иметь вид: 

 ( )( ) ( )( ) 11 T T
TT WWK AV T K V T A

−−
= , (10) 

где ( ) ( ){ }0 0
ω ωT

WWK E W W=  – ковариационная 
( ) ( )1 1N N+ × + -матрица стохастического век-

тора ( ) ( ) ( )
0

1 1  ω ω Φ ω ΦT T
s sW G B A G B A− + − += − ; 

( )V T  ‒ матрица Якоби, рассмотренная в п. 3.2. 
Решение уравнения (9) и вычисление выра-

жения (10) определяют математические ожида-
ния iT , дисперсии   TiD  и среднеквадратические 
отклонения σTi TiD=  стохастических темпе-
ратур ( )ωiT , 1,2, , 1i N= … + , по которым затем 
рассчитываются интервалы , , [ ,  ]Bot i Up iT T =  

σ ,   σi Ti i TiT T = − ⋅ + ⋅    изменения реальных 
значений температур элементов электронной 
системы. 

Для того чтобы определить значения статис-
тических мер температур в узлах графа при 
различных температурах среды ( )ωeT , доста-
точно к найденному математическому ожида-
нию температуры iT  прибавить математическое 
ожидание температуры среды eT , а к дисперсии 

iTD  – дисперсию температуры среды 
eTD .  

4. Пример применения 

Рассмотрим конструкцию электронной сис-
темы (ЭС) (рис. 1, a), представляющую собой 
электронный модуль (ЭМ), включающий в себя 
многослойную печатную плату (МПП) и припа-
янные к ней микросхемы (МС) различных ти-
пов в различных корпусах. Внешние и внутрен-
ние факторы, определяющие тепловой режим 
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ЭМ, являются интервально-стохастическими. 
Процессы теплообмена в рассматриваемой ЭС 
моделируются графом тепловой модели с 9 уз-
лами и 18 ветвями, интервально-стохастичес-
кими факторами являются ( ω Ω∈ ):  

– мощность потребления i-й МС, (   1  ,  2,  3)i = , 
( ) , ,[ ,  ]i Bot i Up iΦ ω ∈ Φ Φ , где ,Bot iΦ  и ,Up iΦ  – 

нижняя и верхняя границы интервала разброса 
мощности потребления ( )iΦ ω ;  

– тепловое сопротивление корпуса i-й МС 
, , , , ,(   1  ,  2 (,  3) ω , ) [ ]jc i Bot jc i Up jc ii R R R= ∈ , где , ,Bot jc iR  

и , ,Up jc iR  – нижняя и верхняя границы интерва-
ла разброса теплового сопротивления корпуса 
МС ( ), ωjc iR ; 

– тепловое сопротивление воздушного зазора 
( ), , , , ,ω [ ,  ]g i Bot g i Up g iR R∈ Φ  между корпусом i-й 

МС (   1  ,  2,  3)i =  и МПП, где , ,Bot g iR  и , ,Up g iR  – 
нижняя и верхняя границы интервала разброса 
теплового сопротивления зазора между корпу-
сом МС и МПП ( ),  ωg iR ; 

– температура окружающей среды 
( ) , ,  ω [ ,  ]e Bot e Up eT T T∈ , где ,Bot eT  и ,Up eT  – нижняя 

и верхняя границы интервала разброса 
температуры окружающей среды 

( )ωeT . 
Детерминированными факторами, 

определяющими тепловой режим ЭМ, 
являются: 

– тепловое сопротивление от тепло-
отдающей поверхности корпуса i-й МС 
(   1  ,  2,  3)i =  в среду ,ca iR ; 

– тепловое сопротивление выводов 
корпуса ,   L iR i -й МС (   1  ,  2,  3)i = , при-
паянных к МПП; 

– тепловое сопротивление кондук-
ции по конструкции МПП между всеми 
МС ,PCB i jR −  ( ,   1  ,  2,  3)i j = ; 

– тепловое сопротивление конвек-
тивного теплообмена между внешней 
поверхностью МПП в области разме-
щения i-й МС (   1  ,  2,  3)i =  и окружаю-
щей средой ,PCB a iR − . 

Тепловые проводимости ( ),  ca ig T =  
( )1

,  ca iR T−=  и ( ) ( )1
, ,  PCB a i PCB a ig T R T−

− −=  в 
ветвях графа тепловой модели обуслов-
лены естественной конвекцией поверх-
ностей корпуса i-й МС ,( )ca ig  и МПП 
( ),   PCB a ig −  с окружающей средой, по-

этому являются температурозависимыми и рав-
ными ( ), , , ,  ( )n

ca i ca i ca i ca ig T A S T= , ( ),PCB a ig T− =  
, , ,( )n

PCB a i PCB a i ca iA S T− −= , где ,ca iA , ,PCB a iA −  – 
коэффициенты, определяемые средой, с кото-
рой осуществляется конвективный теплообмен; 

,ca iS , ,PCB a iS −  – площади теплообмена поверх-
ностей корпуса i-й МС ( 1  ,  2,  3)i =  и МПП в об-
ласти размещения i-й МС со средой; n  – пока-
затель степени, равный 1/3, 1/4 или 1/8 в зави-
симости от закона, по которому развивается 
конвективный теплообмен, формы и простран-
ственной ориентации объекта [4, 16]. 

Значения детерминированных тепловых со-
противлений кондуктивного теплопереноса, 
входящих в тепловую модель ЭМ, рассчитыва-
ются посредством компьютерного моделирова-
ния температурного поля ЭМ по программному 
комплексу STF-ELECTRONMOD [25] при ма-
тематических ожиданиях входных данных 
(рис. 1, б). Граф тепловой модели конструкции 
ЭМ приведен на рис. 2. 

 
Рис. 1. Электронная система (a), содержащая микросхемы МС1, МС2, 
МС3, припаянные к многослойной печатной плате МПП, и поле матема-
тического ожидания температуры на поверхности МПП (б) 

 
Рис. 2. Граф тепловой модели ЭС (a) и развертка графа МС с теплооб-
меном в окружающую среду (б) 
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Статистические меры – вектор математичес-
кого ожидания T  и корреляционная матрица 

TTK  ‒ стохастического вектора ( )ω  T  опреде-
ляются матричным уравнением (9) и выражени-
ем (10) соответственно. 

Результаты вычисления статистических мер 
стохастических температур кристаллов микро-
схем МС1, МС2, МС3 (математических ожида-
ний   iT , дисперсий   iD , среднеквадратических 
отклонений σi , 1,2,3i = ) и интервалов, внутри 
которых будут заключены реальные значения 
температур кристаллов микросхем, при темпе-
ратуре окружающей среды, равной 25°С, при-
ведены в таблице. Для оценки погрешности  
метода вычисленные статистические меры 
сравнивались с их точными значениями, рас-
считанными методом Монте-Карло для 10 тыс. 
реализаций. Погрешность отклонения ( δ, % ) 
результатов, полученных данным методом и 
методом Монте-Карло, оценивалась согласно 
выражению 

 ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

мк пом мк пом

мк мк

σ σ
δ, % 3i i i i

i i

T T

T T

− −
= + , 

в котором индексы «пом» и «мк» указывают на 
то, что результат получен методом псевдооб-
ратной матрицы или методом Монте-Карло. 

Сравнение результатов вычислений статис-
тических мер температуры кристаллов МС, по-
лученных согласно рассматриваемому методу и 
методу Монте-Карло, показывает, что макси-
мальная погрешность отклонения не превышает 
6%, что является приемлемой величиной при 
моделировании тепловых процессов в элект-
ронных системах. Применение метода позволя-
ет также значительно (в несколько раз) умень-
шить компьютерное время, необходимое для 
вычислений в сравнении со временем, необхо-
димым для достижения методом Монте-Карло 
приемлемой точности.  
Статистические меры ( iT , σi ) и интервалы диапа-
зона изменения стохастических температур крис-
таллов микросхем МС1, МС2, МС3, рассчитанные 
разработанным методом для температуры окружа-
ющей среды 25=eT °С 

Номер МС 
на МПП iT , °С σi , °С 

Интервалы диапазона 
изменения стохасти-
ческих температур  
кристалла МС, °С 

МС1 80.148 3.146 70.7–89.6 
МС2 49.269 2.026 43.2–55.3 
МС3 48.347 2.403 41.1–55.6 

Заключение 

Разработанный метод позволяет моделиро-
вать стохастические распределения температу-
ры в сложных электронных системах при нали-
чии как интервальной стохастичности парамет-
ров системы, так и их нелинейной зависимости 
от температуры. Метод показал свою эффек-
тивность и адекватность при компьютерном и 
математическом моделировании тепловых про-
цессов в сложных электронных системах. Срав-
нение результатов, полученных рассматривае-
мым методом и методом Монте-Карло, показа-
ло, что погрешность метода не превышает 6% и 
является достаточно приемлемой величиной 
для проектирования электронных систем. Ис-
следования показывают, что погрешность ме-
тода уменьшается с уменьшением числа обус-
ловленности 1  G G−ℵ = ⋅  матрицы тепловых 
проводимостей  G , а затраты компьютерного 
времени, необходимые для проведения вычис-
лений по разработанному методу, в несколько 
раз меньше временных затрат, требующихся 
для вычислений по методу Монте-Карло. При-
мер применения разработанного метода к сто-
хастическому нелинейному тепловому процес-
су в реальной конструкции электронной систе-
мы показал его эффективность как по точности, 
так и скорости вычислений. 
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Modeling of complex thermal processes  
in electronic systems by the method of generalized pseudosolution 

A.G. Madera 

Scientific Research Institute for System Analysis of the Russia Academy of Sciences (SRISA RAS),  
Moscow, 117218, Russia 
e-mail: agmprof@mail.ru 

To increase the adequacy of modeling of thermal processes in electronic systems it is neces-
sary that the developed methods and models take into account both the nonlinear and stochastic 
nature of real thermal processes in electronic systems. The nonlinear nature of thermal processes 
in the electronic systems is due to the non-linearity of temperature dependences of heat transfer 
factors and the power consumption of electronic components of the electronic systems as a result 
of the effect of thermal feedback. The stochastic character of thermal processes in such systems is 
determined by both internal system factors and external factors arising from the functioning of the 
electronic systems and its interaction with the environment. The stochasticity of the internal fac-
tors of the electronic systems arises due to their statistical technological variation in production 
and installation, and the stochasticity of external factors is due to the random nature of the envi-
ronmental parameters. In this article proposed is a method to simulate thermal processes that are 
both nonlinear and stochastic, and which are influenced by external and internal stochastic factors. 
The modeling method is based on the generalized normal pseudosolution in the form of a pseudo-
inverse matrix method, on the method of analyzing stochastic fields by statistical measures fields, 
and also on decomposing a stochastic nonlinear thermal conductivity matrix into a product of two 
matrices, one of which depends only on temperature and the other only on stochastic factors. The 
method developed in the article makes it possible to find the equations that determine the statisti-
cal measures of the stochastic temperature distributions in the electronic systems. Computation by 
this method requires significantly less computer time and computer RAM compared to the Monte 
Carlo method. The application of the method to the design of real electronic systems showed its 
adequacy and efficiency for engineering practice. 

Keywords: generalized solution, pseudoinverse matrix, thermal processes, electronic sys-
tem, nonlinear, stochastic, mathematical model. 
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